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Naslov: Graniqne raspodele parcijalnih maksimuma ravnomernih ARp1q
procesa
Saetak: Tema doktorske disertacije odnosi se na probleme
ekstremnih vrednosti u strogo stacionarnim sluqajnim nizovima. Ona
pripada veoma aktuelnoj oblasti verovatnoe i statistike sa
mnogobrojnim primenama. Oslaǌa se na veliki broj izvornih nauqnih
radova i monografija.
Predmet doktorske disertacije je odreivaǌe asimptotskog ponaxaǌa
maksimuma nekompletnih uzoraka iz autoregresionog procesa prvog
reda sa ravnomernim marginalnim raspodelama.
Disertacija se sastoji iz tri poglavǉa.
Originalni rezultati (teorijski rezultati i simulacije) izloeni su
u treem poglavǉu. Razmatraju se dva tipa ravnomernog ARp1q procesa
pXnqnPN: pozitivno koreliran, odnosno negativno koreliran proces, sa





, gde je r ¥ 2 parametar. Neka je pcnqnPN nesluqajan 0  1 niz






cj  p P r0, 1s. Neka je
sluqajna veliqina Mn : max
1¤j¤n
Xj maksimum kompletnog uzorka obima n
iz datog procesa, a sluqajna veliqina Mn parcijalni maksimum –
maksimalni element nekompletnog uzorka tXj : cj  1, 1 ¤ j ¤ nu.
Koristei razliqite, specifiqne nizove pcnq dokazuje se da graniqna
raspodela dvodimenzionog sluqajnog vektora
Mn,Mn	, pri nÑ 8, nije
jednoznaqno odreena graniqnom vrednoxu p. Ovo je posledica
qiǌenice da ravnomerni ARp1q proces ne zadovoǉava jedan od uslova
slabe zavisnosti, qije bi vaeǌe onemoguilo grupisaǌe ekstremnih
vrednosti. Izvode se dodatni, sa ekstremalnog stanovixta zanimǉivi,
zakǉuqci u pogledu asimptotskog zajedniqkog ponaxaǌa sluqajnih
veliqina Mn i Mn. U sluqajevima kada je parcijalni maksimum Mn
odreen izvesnim taqkastim procesom navode se rezultati dobijeni
kompjuterskim simulacijama.
Prva dva poglavǉa su informativnog karaktera. S obzirom na to da
je, kao xto je opisano, od interesa prouqavaǌe linearno normiranog
dvodimenzionog pokomponentnog maksimuma uloga prvog poglavǉa jeste
sagledavaǌe konteksta vixedimenzionih ekstremnih vrednosti.
Izlau se postavke klasiqne teorije i daju nagovextaji uopxteǌa. U
drugom poglavǉu formulixu se osnovni pojmovi iz teorije vremenskih
serija sa akcentom na linearnim stacionarnim modelima, posebno na
autoregresionim modelima prvog reda. Najvixe paǌe posveuje se
prikazu osobina ravnomernih ARp1q procesa i postojeih rezultata u
vezi sa ǌihovim ekstremalnim svojstvima.
U zakǉuqku, na kraju treeg poglavǉa, navode se otvorena pitaǌa i
mogui pravci budueg nauqno-istraivaqkog rada.
Kǉuqne reqi: Asimptotska teorija; ekstremne vrednosti; nedostajue
opservacije; parcijalni maksimum; ravnomerni ARp1q procesi.
Nauqna oblast: Matematika.
Ua nauqna oblast: Verovatnoa i statistika.
UDK: 519.21, 517.51.
AMS Classification: 60G70, 60G10.
Title: The Limiting Distributions of the Partial Maxima in the Uniform AR(1)
Processes
Summary: The subject of this doctoral dissertation is related to the problems of
extreme values in strictly stationary random sequences. It belongs to the topical
area of probability and statistics, broadly applicable to real life situations and in
many scientific fields. It relies on large number of seminal articles and monographs.
The main aim of the dissertation is to determine the asymptotic behavior of
maxima of some incomplete samples from the first-order auto-regressive processes
with uniform marginal distributions.
The dissertation consists of three chapters.
New results (the theoretical ones and the results of computer simulations) are
presented in the third chapter. Two types of the uniform ARp1q process pXnqnPN
are considered: positively correlated and negatively correlated process, with the





r ¥ 2 is the parameter of the underlying process. Let pcnqnPN be a non-random






cj  p P r0, 1s. This sequence of degenerate
random variables is introduced with the purpose to correspond to the sequence
pXnq in the following sense: r.v. Xj is observed if cj  1, otherwise r.v. Xj is not
observed (missing observation). Let us use the notation: the r.v. Mn : max
1¤j¤n
Xj is
maximum of the complete (size n) sample from the random sequence pXnq, and
the r.v. Mn is what is called partial maximum, i.e. the maximal element of
incomplete sample tXj : cj  1, 1 ¤ j ¤ nu. Based on different, specific
deterministic sequences pcnq it is proved that the limiting distribution, as n Ñ 8,
of the two-dimensional random vector
Mn,Mn	, is not uniquely determined by
the limit value p. This appears as a consequence of the fact that for the uniform
ARp1q process one of the weak dependence conditions does not apply. Namely, the
uniform ARp1q process does not satisfy the local condition under which clustering
of extremes is restricted. As a consequence of this property, some interesting
conclusions about asymptotic joint distributions of random variables Mn and Mn
are reached. In the cases when the partial maximum Mn is determined by an
arbitrary point process there are presented results obtained by simulations.
The first two chapters are rather informative. Having in mind interest in studying
the asymptotic behavior of linearly standardized two-dimensional component-wise
maxima the role of the first chapter is to anticipate the concept of multivariate
extreme values. In the second chapter the basic terms in the time series analysis
are formulated, with the accent on the linear stationary models, especially on
first-order auto-regressive models. The special attention is dedicated to the
uniform ARp1q processes, their properties and existing results concerning their
extremal behavior.
Still open questions are mentioned in the conclusion, in the very end of the third
chapter.
Key Words: Asymptotic theory; extreme values; missing observations; partial
maximum; uniform ARp1q processes.
Scientific Area: Mathematics.
Scientific Sub-area: Probability and Statistics.
UDC: 519.21, 517.51.
AMS Classification: 60G70, 60G10.
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Uvod
Teorija ekstremnih vrednosti, kojoj po svom sadraju i
rezultatima pripada ova disertacija, jeste oblast verovatnoe i
statistike. Ona obezbeuje teorijsku osnovu za modeliraǌe dogaaja
koji se, zbog svoje ekstremalne prirode, retko ili veoma retko
dexavaju. Interesovaǌe za ovakve dogaaje, meutim, potiqe iz svesti
da oni potencijalno mogu imati velike posledice po qoveqanstvo.
Primeri ovakvih dogaaja mogu se nai u raznim oblastima ivota i
nauke: klimatologiji, ekologiji, hidrologiji, geofizici; finansijama,
neivotnom osiguraǌu i reosiguraǌu itd.
U posledǌih nekoliko decenija teorija, i jednodimenzionih i
vixedimenzionih, ekstremnih vrednosti, postala je vrlo aktuelna,
xiroko prouqavana i primeǌivana matematiqka disciplina. Postoji
veliki broj kǌiga na ovu temu: Kotz and Nadarajah (2000), Coles (2001),
Mladenovi (2002), Beirlant et al. (2004), de Haan and Ferreira (2006), Resnick
(2007), Resnick (2008), Falk et al. (2011).
Kratak pregled sadraja disertacije
Poglavǉe 1. Teorija vixedimenzionih ekstremnih vrednosti.
Prvo su prikazane osnovne postavke teorije jednodimenzionih
ekstremnih vrednosti, qije je poznavaǌe od suxtinskog znaqaja za rad
sa vixedimenzionim ekstremima, jer se tu mnogi koncepti na prirodan
naqin uopxtavaju. Pri tome, prikazana je klasiqna teorija i teorija
za stacionarne sluqajne nizove, uz formulisaǌe uslova slabe
zavisnosti. Kada je u pitaǌu teorija vixedimenzionih ekstremnih
vrednosti razmatrani su linearno normirani pokomponentni
maksimumi nezavisnih, jednako raspodeǉenih vixedimenzionih
sluqajnih vektora i ǌihove graniqne raspodele. U tom smislu
navedene su razliqite karakterizacije vixedimenzionih raspodela
ekstremnih vrednosti i odgovarajuih struktura zavisnosti.
Razmatran je i problem oblasti privlaqeǌa vixedimenzionih
raspodela ekstremnih vrednosti. Zaseban odeǉak posveen je nekim
parametarskim familijama dvodimenzionih raspodela ekstremnih
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vrednosti, koje su najvixe zastupǉene u literaturi. Konaqno,
pomenuta su izvesna uopxteǌa, do kojih se dolazi kada se izostavi bar
jedna od pretpostavki o jednakoj raspodeǉenosti, odnosno
nezavisnosti, vixedimenzionih vektora koji su od interesa u
ekstremalnom kontekstu.
Poglavǉe 2. Ravnomerni ARp1q procesi. Definisani su
linearni modeli vremenskih serija i navedene opxte forme linearnih
modela stacionarnih vremenskih serija. Paǌa je posveena, prvo,
stacionarnom Gausovom autoregresionom procesu prvog reda, kao
jednom od najvixe prouqavanih modela vremenskih serija, a, zatim, i
ne-Gausovim modelima, za kojima je postojala nasuxna potreba sa
stanovixta primena. Ipak, najznaqajniji za naredno, tree poglavǉe
svakako je ravnomerni autoregresioni proces prvog reda, te su stoga
definicije za oba tipa ovog procesa, ǌihove ekstremalne i druge
osobine izdvojene u posebnom odeǉku. Reference su: Hamilton (1994) –
analiza vremenskih serija, Chernick (1978), Chernick (1981), Chernick and
Davis (1982) – svojstva ravnomernih ARp1q procesa.
Poglavǉe 3. Asimptotske raspodele maksimuma kompletnih i
nekompletnih uzoraka iz stacionarnih nizova. Naveden je opxti
rezultat, koji se tiqe zajedniqke graniqne raspodele maksimuma
kompletnog uzorka i parcijalnog maksimuma iz strogo stacionarnog
sluqajnog niza za koga vae odreeni uslovi slabe zavisnosti. Glavna
referenca je: Mladenović and Piterbarg (2006). U situaciji kada se u
ulozi stacionarnog sluqajnog niza nae bax pozitivno koreliran
ravnomerni ARp1q proces a nekompletan uzorak je odreen specifiqnim
nesluqajnim 0  1 nizom, odnosno sluqajnim proreivaǌem, graniqne
teoreme nalaze se, redom, u referencama: Mladenović (2009), Olshanski
(2005).
Originalni doprinos disertacije su nove graniqne teoreme, koje
sadre rezultate u vezi sa asimptotskom raspodelom, pri n Ñ 8,
linearno normiranog dvodimenzionog pokomponentnog maksimuma niza
sluqajnih vektora ppXn, cnXnqq, gde je pXnq ravnomerni autoregresioni
proces prvog reda, a pcnq nesluqajan 0  1 niz. Naene su graniqne
vrednosti, pri n Ñ 8, verovatnoa dogaaja
!Mn ¤ 1 x
n




gde je Mn maksimum nekompletnog uzorka odreenog nizom pcnq, tj.
maksimum tzv. registrovanih meu prvih n qlanova niza pXnq, a Mn
maksimum kompletnog uzorka obima n. Pri razmatraǌu pozitivno
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koreliranog ravnomernog ARp1q procesa i niza pcnq, konstruisanog
nadovezivaǌem serija 0011, dobijeni su meusobno razliqiti izrazi za
graniqnu raspodelu u sledeim podoblastima prvog kvadranta ravni:
0   y ¤ x{r2, 0   x{r2   y ¤ x{r, 0   x{r   y ¤ x. Utvreno je da su za
taqke px, yq u prvoj od pomenutih podoblasti dogaaji




Mn ¤ 1 y
n
)
asimptotski perfektno zavisni, dok su za taqke px, yq u
preostale dve podooblasti oni asimptotski nezavisni. Ovi izrazi su,
takoe, razliqiti i od izraza za graniqnu raspodelu vektora
Mn,Mn	
u istim oblastima u sluqaju kada je parcijalni maksimum odreen
nizom pcnq dobijenim nadovezivaǌem serija 01. Ovo je interesantno s
obzirom na qiǌenicu da oba deterministiqka niza pcnq imaju istu
asimptotsku relativnu uqestanost pojavǉivaǌa jedinica, jednaku 1{2.
U pogledu asimptotske (ne)zavisnosti ranije je dokazano da je u
sluqaju niza pcnq dobijenog nadovezivaǌem serija 01 asimptotska
potpuna zavisnost dogaaja









celoj oblasti 0   y ¤ x{r, za razliku od prethodnog sluqaja.
Parcijalni maksimumi razmatrani su i na uzorcima iz negativno
koreliranog ravnomernog ARp1q procesa, odreenim ve pomenutim
nizovima pcnq. Poreeni su odgovarajui graniqni rezultati za ova
dva tipa ravnomernog ARp1q procesa.
Formulisano je i dokazano tvreǌe za sluqaj nekompletnog uzorka iz
pozitivno koreliranog ravnomernog ARp1q procesa, odreenog nizom
pcnq dobijenim nadovezivaǌem serija 001. Dobijeni rezultat pokazuje
da je graniqna raspodela, pri n Ñ 8, sluqajnog vektora
Mn,Mn	 u
ovom sluqaju invarijantna u odnosu na translaciju indeksa
registrovanih qlanova niza pXnq.
Teorijski rezultati praeni su kompjuterskim simulacijama, koje su
izvrxene i za nekompletne uzorke odreene taqkastim procesom, za
koje graniqni rezultati (jox uvek) ne postoje. U tim sluqajevima
korixene su statistiqke metode, pa su prikazani i rezultati
testiraǌa statistiqkih hipoteza. Dati su i neki numeriqki primeri.
Reference su zajedniqki rad i samostalni rad autora disertacije:





Mnogi problemi koji ukǉuquju ekstremne dogaaje sami po sebi
su vixedimenzionog karaktera. U XXI veku posebno je aktuelna tema
procene rizika od odreenih pojava u ivotnoj sredini, koja skoro po
pravilu zahteva analizu suxtinski vixedimenzionih ekstremnih
dogaaja.
Primera radi, savremeni pristup prouqavaǌu procesa promene
nivoa mora podrazumeva ǌegovu dekompoziciju na vixe fiziqkih
komponenti: sredǌi nivo mora, efekat plime i oseke, uzburkanost
mora (posebno usled olujnih vetrova). Poplave i probijaǌe linije
odbrane mora uzrokovane su istovremenim veoma visokim vrednostima
dveju ili vixe pomenutih komponenti, pa bi procenu rizika trebalo
zasnivati upravo na poznavaǌu ǌihove zajedniqke ekstremalne
strukture. Vixedimenzioni kontekst moe, kao u ovom primeru,
proistei iz posmatraǌa veeg broja razliqitih promenǉivih koje
zajedno opisuju ponaxaǌe jednog procesa tokom vremena na konaqnom
broju lokacija ili, recimo, iz praeǌa evolucije vixe uvezanih
procesa u vremenu, odnosno prostoru. Mogu se navesti i razni drugi
primeri: prostorna analiza ekstrema padavina na dnevnom nivou radi
procene rizika za hidroloxke strukture, kao xto su rezervoari,
kixna kanalizacija, drenani sistemi; analiza podataka o brzini
vetra, jaqini i pravcu udara na odreenoj lokaciji radi bezbednosti
objekata u izgradǌi; analiza vremenskih serija koncentracije
zagaivaqa vazduha, posebno u situacijama kada ona tokom dueg
vremenskog perioda premaxuje nivo upozoreǌa, radi procene
saobraajnih i meteoroloxkih uticaja na kvalitet vazduha. Sa druge
strane, vixedimenzione tehnike imaju znaqajnu primenu u ekonomiji,
finansijama i osiguraǌu. Za detaǉniji pregled nauqnih radova na
ovu temu pogledati Beirlant et al. (2004) i Kotz and Nadarajah (2000).
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Sve navedeno ukazuje na potrebu za razvojem verovatnosnih i
statistiqkih metoda primeǌivih u analizi ekstrema vixedimenzionih
opservacija.
Na samom poqetku namee se fundamentalno pitaǌe: kada bi
vixedimenzionu opservaciju trebalo smatrati ,,ekstremnom”. Da li je
dovoǉno da samo jedna ǌena koordinata dostigne izuzetnu vrednost
ili bi trebalo da opservacija bude ekstremna po svim svojim
koordinatama istovremeno? Tehniqki govorei, iz statistiqkog ugla
vano je potraiti adekvatan odgovor na pitaǌe: koje znaqeǌe, u
vixedimenzionom kontekstu, pripisati statistikama poretka,
uzoraqkom maksimumu, kvantilima repa raspodele, prekoraqeǌima
visokog nivoa – konceptima znaqajnim u teoriji jednodimenzionih
ekstremnih vrednosti.
Drugi problem je zavisnost i on se javǉa kao posledica rada sa
vixe od jedne promenǉive, a raa pitaǌa: u kakvoj su vezi ekstremi
jedne promenǉive sa ekstremima drugih promenǉivih; koje su strukture
zavisnosti mogue; kako oceniti prirodu i stepen zavisnosti i sl.
1.1 Teorija u jednodimenzionom sluqaju – kratak
pregled
To je, ustvari, teorija ekstremnih vrednosti sluqajnih nizova,




Xj i mn : min
1¤j¤n
Xj, pri nÑ 8,
gde su X1, X2, . . . , Xn sluqajne veliqine sa datim raspodelama.
Pretpostavi se da postoje nizovi konstanti panqnPN i pbnqnPN, an ¡ 0,







Ñ Gpxq, pri nÑ 8, (1.1)
za svaku taqku x P CpGq, uz zahtev da graniqna funkcija raspodele G
bude nedegenerisana. Glavni matematiqki problem, tzv. ekstremalni
graniqni problem, koji se ovde postavǉa jeste identifikovaǌe svih
moguih graniqnih funkcija raspodele G koje se mogu pojaviti u (1.1)
i koje se nazivaju funkcije raspodele ekstremnih vrednosti. Konstante
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an i bn jednim imenom se nazivaju normirajue konstante, a G odreuje
graniqnu raspodelu linearno normiranog (moe se, takoe, koristiti i
termin: afino transformisanog) maksimuma. U (1.1) korixena je
linearna standardizacija koja omoguava izgradǌu dovoǉno sadrajne
teorije; mogla bi se razmatrati i xira klasa standardizacija o qemu
detaǉnije nee biti govora.
Umesto maksimuma moe se, po potrebi, prouqavati minimum.
Akcenat e u nastavku biti na rezultatima za maksimum, iz kojih se








Ova teorija razvijala se uporedo sa centralnom graniqnom
teorijom, pa se one uzajamno dopuǌuju odnosno kontrastiraju i meu
ǌima se mogu praviti odreene analogije.
Klasiqna teorija ekstremnih vrednosti polazi od pretpostavke da
se radi sa nizom pXnq nezavisnih, jednako raspodeǉenih sluqajnih
veliqina sa zajedniqkom, nedegenerisanom funkcijom raspodele F .
Funkcija raspodele maksimuma Mn prvih n qlanova ovog niza data je,
za x P R, sa
P tMn ¤ xu  P tXj ¤ x, za j  1, 2, . . . , nu 
n¹
j1
P tXj ¤ xu  pF pxqqn. (1.3)
Neka je sa xF oznaqen desni kraj nosaqa funkcije raspodele F , pri
qemu xF P RY t 8u. Jasno je da tada
Mn
PÑ xF , pri nÑ 8,
a, s obzirom na to da je niz pMnq monotono neopadajui po n, on
konvergira i skoro sigurno ka xF , pri nÑ 8. Ova qiǌenica, meutim,
nije preterano korisna. Boǉi uvid u red veliqine maksimuma pruaju
rezultati u vezi sa slabom konvergencijom (moe se, takoe, koristiti
i termin: konvergencija u raspodeli) standardizovanog (centriranog
i normalizovanog) maksimuma, te otuda i zahtev za nedegenerisanom
raspodelom kao graniqnom.
Osnovu klasiqne teorije qini teorema o ekstremalnim tipovima
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koja rexava graniqni problem dajui opxti oblik svih moguih
nedegenerisanih graniqnih raspodela u (1.1). Ovaj rezultat, sa ne
sasvim strogim dokazom, sadran je prvobitno u radu Fisher and Tippett
(1928)1, a svoj doprinos dali su kasnije Gnedenko (1943), de Haan (1970),
de Haan (1976), Weissman (1978). Znaqaj ovog rezultata je u tome xto on
karakterizuje klasu graniqnih funkcija raspodele G na sledei
naqin.
Teorema 1.1. Ako postoje nizovi konstanti panq i pbnq, an ¡ 0, bn P R za







 pF panx  bnqqn Ñ Gpxq, pri nÑ 8, (1.4)
za @x P CpGq, gde je G nedegenerisana funkcija raspodele, tada je funkcija
raspodele G istog tipa kao neka od raspodela iz sledee tri klase:
G0pxq  exppexq, 8   x    8 (1.5)
G1, αpxq 
$&%0, za x ¤ 0exppxαq, za x ¡ 0 pα ¡ 0q (1.6)
G2, αpxq 
$&%expppxqαq, za x ¤ 01, za x ¥ 0 pα ¡ 0q. (1.7)
Definicija 1.1. Funkcije raspodela G1 i G2 su istog tipa ako postoje
konstante a ¡ 0 i b P R takve da jednakost G2pxq  G1pax   bq vai za
@x P R.
Napomena 1.1. Dokazano je da je vaeǌe (1.4) ekvivalentno
np1 F panx  bnqq Ñ  logGpxq, pri nÑ 8. (1.8)
Zajedniqki naziv za pomenute tri parametarske familije
raspodela je raspodele ekstremnih vrednosti, a standardni
predstavnici ovih familija dati formulama (1.5)–(1.7) poznati su,
redom, i kao Gumbelova2 raspodela, Frexeova3 raspodela s
parametrom α ¡ 0, Vejbulova4 raspodela s parametrom α ¡ 0.
1Ronald Fisher (1890-1962); Leonard H. C. Tippett (1902-1985), engleski statistiqari
2Emil Julius Gumbel (1891-1966), nemaqki matematiqar
3Maurice René Fréchet (1878-1973), francuski matematiqar
4Ernst Hjalmar Waloddi Weibull (1887-1979), xvedski ineǌer i matematiqar
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Slaba konvergencija u (1.4) jednoznaqna je do na tip, odnosno do
na linearne transformacije, tj. ako se promene normirajue konstante
tako da je ãn  an
a
novi parametar skaliraǌa i b̃n  bn  anb
a
novi













, pri nÑ 8,
(pogledati Hinqinovu5 teoremu 1.3.5. u kǌizi Mladenovi (2002)).
Definicija 1.2. Nedegenerisana sluqajna veliqina Z (odnosno ǌena
raspodela verovatnoa, tj. ǌena funkcija raspodele H) je maksimum




d anZ   bn (1.9)
vai za nezavisne kopije Z1, Z2, . . . , Zn sluqajne veliqine Z, pogodno
odabrane konstante an ¡ 0 i bn P R, i svako n ¥ 2.
Jednakost u raspodeli (1.9) se, na osnovu (1.3), moe zapisati i
kao
pHpanz   bnqqn  Hpzq, za @z P R, (1.10)
xto, ustvari, znaqi da je funkcija raspodele sluqajne veliqine max
1¤j¤n
Zj
istog tipa kao funkcija raspodele H.
Daǉe se moe pokazati da su raspodele ekstremnih vrednosti
zapravo M-stabilne i, xtavixe, da se ove dve klase raspodela
poklapaju.
Posebno, ako sluqajna veliqina Z ima neku od funkcija raspodele












dn1{αZ za Vejbulovu raspodelu G2, α, α ¡ 0.
Iako se sa stanovixta modeliraǌa ove tri klase raspodela
meusobno veoma razlikuju, matematiqki su one povezane jednostavnim
transformacijama. Naime, ako je Z pozitivna sluqajna veliqina onda
5Aleksandr kovleviq Hínqin (1894-1959), sovjetski matematiqar
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vae ekvivalencije:
Z ima funkciju raspodele G1, α ô
α logZ ima funkciju raspodele G0 ô
 1
Z
ima funkciju raspodele G2, α.
Razliqito ponaxaǌe tri tipa graniqnih raspodela koje se mogu
pojaviti u (1.4) odgovara razliqitom ponaxaǌu repa funkcije
raspodele F sluqajne veliqine Xj (iz formulacije Teoreme 1.1),
odnosno razliqitoj brzini ǌegovog opadaǌa. Stoga, u primenama, ove
tri klase raspodela priliqno razliqito manifestuju ekstremalno
ponaxaǌe. U ranim danima teorije ekstremnih vrednosti, prilikom
analize realnih podataka, bilo je uobiqajeno da se odabere neka od
pomenute tri parametarske familije raspodela (slabost: potrebna je
tehnika odabira familije koja najboǉe odgovara podacima), a onda da
se ocene relevantni parametri raspodele (slabost: kada se donese
odluka o modelu, zakǉuqivaǌe koje sledi poqiva na pretpostavci da je
ǌegov izbor bio korektan, tj. nadaǉe se ne uzima u obzir nepouzdanost
prilikom izbora). Stoga je, u ciǉu otklaǌaǌa pomenutih slabosti i
poboǉxaǌa analize i statistiqkog zakǉuqivaǌa, predloeno da se
pomenute tri klase raspodela objedine u jednu familiju raspodela,
qiji su qlanovi oblika
Gγpxq  exp
 p1  γxq1{γ , 1  γx ¡ 0, (1.11)
gde je γ P R, pri qemu je, po definiciji, za γ  0 desna strana jednakosti
(1.11) jednaka exppexq za x P R (tj. G0 se moe smatrati graniqnom
vrednoxu niza Gγ, pri γ Ñ 8).
Reprezentaciju raspodela ekstremnih vrednosti sadranu u
formuli (1.11) dali su Jenkinson-von Mises (1955) i ǌom je zadata klasa
tzv. generalisanih raspodela ekstremnih vrednosti. Parametar γ zove
se indeks raspodele ekstremnih vrednosti. ǋegov znaqaj je u tome xto
ǌegova vrednost ukazuje na ponaxaǌe repa konkretne raspodele.
Naime, mogu se uoqiti i pojedinaqno razmatrati tri potklase
pomenute klase, taqnije razlikovati sluqajevi γ ¡ 0, γ  0 i γ   0:
 ako je γ ¡ 0 onda je Gγpxq   1 za @x P R, tj. xGγ   8; pri x Ñ 8
desni rep raspodele Gγpxq se asimptotski ponaxa kao γ1{γx1{γ, pa
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raspodela ima teak desni rep; momenti raspodele reda veeg ili







i α  1{γ kako bi se dobila Frexeova
raspodela s parametrom α ¡ 0 data sa (1.6)
 ako je γ  0 onda je xG0   8; pri xÑ 8 desni rep raspodele G0pxq
se asimptotski ponaxa kao ex, pa raspodela ima lak desni rep;
svi momenti raspodele postoje;
u pitaǌu je, ustvari, Gumbelova raspodela data sa (1.5)







i α  1{γ kako bi se dobila Vejbulova
raspodela s parametrom α ¡ 0 data sa (1.7).
Slika 1: Grafici gustina (levo), odnosno funkcija
raspodela (desno), generalisanih raspodela ekstremnih
vrednosti, za razliqite vrednosti γ P R
Napomena 1.2. Ovde se smatra da je rep razmatrane raspodele lak ako
je lakxi od repa neke eksponencijalne raspodele, odnosno da je rep
raspodele teak ako je tei od repa svake eksponencijalne raspodele
(pogledati Definiciju 3.2.1. u kǌizi Mladenovi (2014)).
Statistiqko zakǉuqivaǌe suxtinski se svodi na oceǌivaǌe
indeksa raspodele ekstremnih vrednosti γ. Prednost je u tome xto
sami podaci odreuju najprikladniji tip repa raspodele, a nije
potrebno subjektivno, apriori odluqivaǌe u pogledu izbora odreene
familije raspodela iz Teoreme 1.1 kao modela za podatke.
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Kada se radi o minimumu sluqajnih veliqina Xj (iz formulacije
Teoreme 1.1), na osnovu relacije (1.2), sledi da za graniqnu funkciju
raspodele rG linearno normiranog minimuma min1¤j¤npXjq   bn
an
, pri nÑ 8,
gde su an ¡ 0 i bn P R za svako n P N, normirajue konstante iz (1.4),
vai rGpxq  1Gpxq, za @x P R. (1.12)
Za vixe detaǉa o asimptotskom ponaxaǌu minimuma pogledati npr.
Balakrishnan and Nevzorov (2004).
Nakon xto se doxlo do izvesnog opxteg oblika graniqne funkcije
raspodele G linearno normiranog maksimuma, pri n Ñ 8, qime je
rexen ekstremalni graniqni problem, prirodno se namee drugi vaan
problem, tzv. problem oblasti privlaqeǌa. Ukoliko je G funkcija
raspodele ekstremnih vrednosti i postoje nizovi konstanti panq i pbnq,
an ¡ 0 i bn P R za svako n P N, tako da vai (1.4), ili, ekvivalentno
(1.8), kae se da funkcija raspodele F pripada oblasti privlaqeǌa
(za maksimume) funkcije raspodele G, xto se oznaqava sa F P DpGq. U
vezi s tim, centralni zadatak svodi se na odreivaǌe potrebnih i
dovoǉnih uslova koje bi trebalo da zadovoǉava funkcija raspodele F
kako bi pripadala oblasti privlaqeǌa DpGq.
Ako je funkcija raspodele F apsolutno neprekidnog tipa
jednostavne dovoǉne uslove za F , pri kojima ona pripada oblasti
privlaqeǌa neke od raspodela ekstremnih vrednosti, odredio je von
Mises (1936). Gnedenko6 je 1943. dao prvu kompletnu karakterizaciju (u
smislu potrebnih i dovoǉnih uslova za F ) oblasti privlaqeǌa za sve
tri klase raspodela ekstremnih vrednosti. Prema ǌegovim reqima,
meutim, ǌegova karakterizacija oblasti privlaqeǌa Gumbelove
raspodele nije bila konaqna ni jednostavna za primene, te je problem
formulisaǌa potrebnih i dovoǉnih uslova za F pri kojima F P DpG0q
kasnije vixe puta ponovo bio razmatran, npr. u radovima Mejzler (1949)
i de Haan (1970). Za vixe detaǉa pogledati Mladenovi (2002) ili
Embrechts et al. (2013). Postoji mnoxtvo radova novijeg datuma koji se
bave bax ovom problematikom.
Odabir normirajuih konstanti an ¡ 0 i bn P R u Teoremi 1.1 moe




























, bn  0 za F P DpG1, αq, α ¡ 0






, bn  xF za F P DpG2, αq, α ¡ 0,
gde je FÐ kvantil funkcija za F .
1.1.2 Teorija za stacionarne sluqajne nizove
Prilikom rada sa konkretnim podacima, koje bi trebalo
analizirati sa ekstremalnog stanovixta, qesto se pokazuje da
pretpostavke o nezavisnosti opservacija u razmatranom uzorku i/ili
o istoj raspodeli verovatnoa iz koje svaka od ǌih potiqe nisu
realistiqne. Stoga se postavǉa pitaǌe da li se klasiqna teorija,
koja je zasnovana upravo na ovim pretpostavkama, moe proxiriti
tako da vai i u navedenim opxtijim situacijama.
Najprirodnije uopxteǌe niza nezavisnih, jednako raspodeǉenih
sluqajnih veliqina je strogo stacionaran sluqajan niz. Pod strogom
stacionarnoxu sluqajnog niza pXnqnPN podrazumeva se invarijantnost
ǌegovih konaqnodimenzionih raspodela u odnosu na tzv. translaciju
vremena, tj. vaeǌe jednakosti
pXn1 , Xn2 , . . . , Xnmq dpXn1 k, Xn2 k, . . . , Xnm kq (1.13)
za @m P N, svaki izbor indeksa 1 ¤ n1   n2        nm i k P N. Jasno je
da su u ovakvom sluqajnom nizu svi qlanovi jednako raspodeǉeni xto je
jedan od uslova zahtevanih u klasiqnoj teoriji, ali oni ovde mogu biti
meusobno zavisni.
Nije mogue izgraditi opxtu teoriju ekstremnih vrednosti za
sve strogo stacionarne sluqajne nizove s obzirom na to da oblici
zavisnosti qlanova datog niza mogu biti najrazliqitiji. Zato je
potrebno zavisnost, na izvestan naqin, ograniqiti. Graniqne teoreme
se dokazuju pri odreenim pretpostavkama o slaboj zavisnosti qlanova
razmatranog strogo stacionarnog sluqajnog niza qiji se indeksi veoma
razlikuju.
Slaba zavisnost (moe se koristiti i termin: pomexanost) moe
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se definisati na razne naqine i odreena je tzv. koeficijentima
pomexanosti koji odslikavaju meru zavisnosti meu qlanovima strogo
stacionarnog sluqajnog niza. Kako su u teoriji ekstremnih vrednosti
od posebnog interesa dogaaji oblika tXj ¤ uu, odnosno ǌihovi
preseci i suprotni dogaaji, za potrebe ove teorije koriste se maǌe
ograniqavajue (u odnosu recimo na uslov jake pomexanosti koji je
formulisao Rosenblatt (1956)) definicije slabe zavisnosti koje
ukǉuquju samo takve dogaaje.
Neka je pXnq strogo stacionaran sluqajan niz sa zajedniqkom,
nedegenerisanom funkcijom raspodele F i Mn sluqajna veliqina koja
predstavǉa maksimum prvih n qlanova ovog niza.
Definicija 1.3. Uslov Dpunq (Leadbetter (1974)) Neka je punqnPN
realan niz. Sluqajan niz pXnq zadovoǉava uslov Dpunq ako za svaki
prirodan broj n i svaki izbor indeksa
1 ¤ i1   i2        ip   j1   j2        jq ¤ n













* ¤ αn, l, (1.14)
gde je A1  ti1, i2, . . . , ipu, A2  tj1, j2, . . . , jqu, αn, l je monotono nerastui po
l i αn, ln Ñ 0, pri nÑ 8, za neki niz ln Ñ 8 kod koga je ln  opnq.
Ovo je globalni uslov slabe zavisnosti (en. distributional mixing
condition) i ǌegova ispuǌenost obezbeuje asimptotsku nezavisnost
ekstremalnih dogaaja koji se odnose na maksimume qlanova
posmatranog sluqajnog niza pXnq qiji su indeksni skupovi disjunktni i
meusobno dovoǉno udaǉeni.
Definicija 1.4. Uslov D1punq (Loynes (1965)) Neka je punqnPN realan












, pri k Ñ 8. (1.15)
Ovo je lokalni uslov qija ispuǌenost zabraǌuje pojavǉivaǌe
klastera, tj. grupisaǌe, ekstremnih vrednosti. On u sledeem smislu
ograniqava zavisnost qlanova strogo stacionarnog sluqajnog niza qiji
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pa je, u sredǌem, broj pojavǉivaǌa zajedniqkih prekoraqeǌa nivoa un od
strane sluqajnih parova pXi, Xjq, za dovoǉno veliko n, praktiqno sveden
na nulu.
Definicija 1.5. Uslov Dpun, vnq Neka su punqnPN i pvnqnPN realni
nizovi. Sluqajan niz pXnq zadovoǉava uslov Dpun, vnq ako za svaki
prirodan broj n i svaki izbor podskupova A1, A2, B1, B2 skupa indeksa
t1, 2, . . . , nu takvih da je A1 X A2  ∅, B1 XB2  ∅ i
b a ¥ l, za sve a P A1 Y A2, b P B1 YB2,

















*  ¤ αn, l,
gde je αn, l je monotono nerastui po l i αn, ln Ñ 0, pri nÑ 8, za neki niz
ln Ñ 8 kod koga je ln  opnq.
Uvoeǌe ovog uslova oqigledno je motivisano jednodimenzionim
uslovom Dpunq i on predstavǉa ǌegovu modifikaciju/uopxteǌe. On je,
ipak, kao i Dpunq, slabiji od uslova jake pomexanosti. Sliqni uslovi
mogu se pronai u literaturi iz oblasti teorije ekstremnih
vrednosti gde se obiqno koriste za rexavaǌe vixedimenzionih
problema koji se pojavǉuju u jednodimenzionoj teoriji. Prvi takav
uslov uveden je u radu Davis (1979) za potrebe prouqavaǌa asimptotske
zajedniqke raspodele maksimuma i minimuma u strogo stacionarnom
sluqajnom nizu. Uslov ovog tipa takoe je formulisan u kǌizi
Leadbetter et al. (1983) u ciǉu razmatraǌa zajedniqke raspodele
maksimuma qlanova strogo stacionarnog sluqajnog niza na disjunktnim
vremenskim intervalima.
Neka je, daǉe, pXnq niz nezavisnih, jednako raspodeǉenih sluqajnih
veliqina sa zajedniqkom funkcijom raspodele F . Ovakav niz naziva se
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pratei niz (za pXnq) sluqajnih veliqina. Neka je Mn : max
1¤j¤n
Xj .
Za stacionarne sluqajne nizove moe se formulisati analogon
teoreme o ekstremalnim tipovima. Taj rezultat sadran je u sledeoj
teoremi i dokazan je u radu Leadbetter (1974).
Teorema 1.2. Neka su panq i pbnq, an ¡ 0, bn P R za svako n P N, nizovi







Ñ Gpxq, pri nÑ 8, (1.16)
za @x P CpGq. Ukoliko za @x P R i un  anx   bn vai uslov Dpunq, onda je
G funkcija raspodele ekstremnih vrednosti.
Meutim, to ne znaqi i da za graniqnu funkciju raspodele H
standardizovanog maksimuma Mn prvih n qlanova prateeg niza pXnq,
sa istim normirajuim konstantama koje se pojavǉuju u (1.16), vai
H  G. Zapravo, pri odreenim uslovima regularnosti, za funkcije
raspodele G i H taqna je jednakost
Gpxq  pHpxqqθ, za @x P R, (1.17)
gde je θ P p0, 1s konstanta koja se naziva ekstremalni indeks.
Napomena 1.3. Ekstremalni indeks se definixe tako da je mogue i
θ  0, xto je degenerisan ali ne i nemogu sluqaj, znaqajan pre svega sa
teorijskog stanovixta.
Primera radi, ukoliko postoje nizovi konstanti panq i pbnq, an ¡ 0,







Ñ Hpxq, pri nÑ 8,
za @x P CpHq i neku nedegenerisanu funkciju raspodele H, ako je, daǉe,













Ñ pHpxqqθ, pri nÑ 8,
za neku konstantu θ P r0, 1s.
Ekstremalni indeks odraava stepen zavisnosti qlanova strogo
stacionarnog sluqajnog niza, a vrednost θ1 moe se interpretirati
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kao asimptotski oqekivan broj prekoraqeǌa nivoa un unutar
vremenskog intervala duine dn  opnq, pri uslovu da se dogodilo bar
jedno takvo prekoraqeǌe (en. limiting mean cluster size).
Ako su panq, pbnq i punq, an ¡ 0, bn P R i un  anx   bn za svako n P N,
nizovi konstanti i za @x P R vae uslovi Dpunq i D1punq, u radu Leadbetter







Ñ Gpxq, pri nÑ 8,








Ñ Gpxq, pri nÑ 8.
Formulacije svih pomenutih tvreǌa, zajedno sa dokazima i
obrazloeǌima, mogu se nai u treem poglavǉu monografije
Leadbetter et al. (1983).
Zaseban deo teorije ekstremnih vrednosti za strogo stacionarne
sluqajne nizove posveen je strogo stacionarnim Gausovim7 nizovima.
Definicija 1.6. Gausov sluqajan proces je sluqajan proces kod koga su
sve konaqnodimenzione raspodele normalne.
Moe se pokazati da je standardna normalna raspodela primer













Neka je, u nastavku, specijalno, pXnq strogo stacionaran Gausov (moe
se, takoe, koristiti i termin: normalan) sluqajan niz za koji vai
Xn P N p0, 1q, za svako n P N, i neka je prnq kovarijacioni niz, tj.
rn  EpXkXk nq, n P N. U radu Berman (1964) pokazano je da rezultat
analogan pomenutom (za niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa
zajedniqkom N p0, 1q raspodelom) vai za ovakav niz pod vrlo slabim
dovoǉnim uslovom koji bi trebalo da zadovoǉava kovarijaciona
funkcija datog niza (ona suxtinski odreuje sve konaqnodimenzione
7Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), nemaqki matematiqar
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raspodele datog sluqajnog niza). Uslov o kome se govori odnosi se na
brzinu konvergencije kovarijacionog niza prnq ka nuli i glasi
rn log nÑ 0, pri nÑ 8. (1.19)
Ako je za kovarijacioni niz prnq sluqajnog niza pXnq ispuǌen uslov







Ñ exppexq, pri nÑ 8, (1.20)
gde su konstante an i bn zadate jednakostima (1.18). Ovo tvreǌe je
glavni ekstremalni rezultat za strogo stacionarne normalne sluqajne
nizove. Ista graniqna teorema za maksimum Mn prvih n qlanova niza




r2n    8. (1.21)
Pri tome, ne postoji implikacija izmeu ova dva uslova, ali iz svakog





|rk| log k exppγ|rk| log kq Ñ 0, pri nÑ 8,
za neko γ ¡ 2, qija ispuǌenost, zajedno sa pretpostavkom da rn Ñ 0,
pri n Ñ 8, obezbeuje da za niz pXnq vae uslovi Dpunq i D1punq, gde
je punq realan niz odreen zahtevom da niz pnp1Φpunqqq bude ograniqen
(Leadbetter et al. (1978)).
Uprkos tome xto je, oqigledno, mogue malo oslabiti uslov (1.19)
ispostavǉa se da je on, pored toga xto je dovoǉan, takorei i
potreban uslov za vaeǌe (1.20). Naime, ako rn log n Ñ ν ¡ 0, onda je
graniqna raspodela linearno standardizovanog maksimuma Mn, pri
n Ñ 8, sa normirajuim konstantama an i bn zadatim jednakostima
(1.18), konvolucija Gumbelove i normalne raspodele (Leadbetter et al.
(1983)). Ako, pak, rn log nÑ  8, monotono za dovoǉno veliko n, i rn Ñ 0,
monotono, onda je graniqna raspodela linearno standardizovanog
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standardna normalna raspodela (Mittal and Ylvisaker (1975)).
1.2 Graniqne raspodele vixedimenzionih ekstrema
Vixedimenziono proxireǌe teorije ekstremnih vrednosti u
jednodimenzionom sluqaju, kao xto je ranije reqeno, sa sobom nosi
razliqite netrivijalne texkoe. Prva od ǌih je, svakako, definisaǌe
vixedimenzionog ekstremnog dogaaja, s obzirom na to da ne postoji
jedinstveno ureeǌe vixedimenzionih opservacija.
Barnett (1976) je razmatrao qetiri razliqite kategorije relacija
poretka u skupu vixedimenzionih opservacija. Najkorisnija od ǌih
za teoriju vixedimenzionih ekstremnih vrednosti je tzv. marginalno
ureeǌe:
neka su dati d-dimenzioni vektori x  px1, x2, . . . , xdq i y  py1, y2, . . . , ydq;
tada je relacija x ¤ y definisana sa xj ¤ yj, za svako j  1, 2, . . . , d.
Trebalo bi primetiti da ovako definisano ureeǌe, meutim, nije
totalno ureeǌe, tj. nisu svaka dva vektora u prostoru Rd uporediva.
Maksimum konaqnog broja vektora je, ovde, vektor qije su koordinate
pokomponentni (en. componentwise) maksimumi.
Za uzorak pX1,X2, . . . ,Xnq, obima n, d-dimenzionih opservacija
























Nadaǉe e se, osim ako izriqito ne bude reqeno drugaqije,
podrazumevati da se sve operacije i relacije poretka izmeu vektora,
odnosno operacija mnoeǌa vektora konstantom, primeǌuju
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pokomponentno.
Vano je primetiti da rezultujui maksimum Mn obiqno sam nije
element uzorka zbog qega se ǌegova definicija moe qiniti vextaqkom.
Bez obzira na to, iz prouqavaǌa ovako zadatog maksimuma proizilazi
bogata teorija sa xirokim spektrom statistiqkih alata, pogodnih za
razne primene.
U zavisnosti od potrebe moe se razmatrati pokomponentni
minimum umesto maksimuma. Naravno, kao i u jednodimenzionom
sluqaju rezultati za minimum lako se mogu dedukovati iz onih







te e u nastavku, bez gubitka opxtosti, teixte biti iskǉuqivo na
maksimumima.
Neka je pX1,X2, . . . ,Xnq uzorak obima n, tj. neka su X1,X2, . . . ,Xn
nezavisni, jednako raspodeǉeni d-dimenzioni sluqajni vektori sa
zajedniqkom funkcijom raspodele F . d-dimenziona funkcija raspodele
pokomponentnog maksimuma Mn data je, za x P Rd, sa
P tMn ¤ xu  P tXj ¤ x, za j  1, 2, . . . , nu  pF pxqqn. (1.23)
Sliqno kao i u jednodimenzionom sluqaju potrebno je nekako
standardizovati Mn kako bi se dobila netrivijalna graniqna
raspodela, kada obim razmatranog uzorka n tei beskonaqnosti. Sva
teorija koja je razvijena zasniva se na egzistenciji oblasti
privlaqeǌa, pa je formulacija problema sledea: da li postoje
nizovi vektora panqnPN i pbnqnPN, an ¡ 0 i bn P Rd, tj. an, j ¡ 0 i bn, j P R,









Mn, 1  bn, 1
an, 1
¤ x1, Mn, 2  bn, 2
an, 2




pF panx  bnqqn DÑ Gpxq, pri nÑ 8, (1.24)
gde je G d-dimenziona funkcija raspodele, qije su (jednodimenzione)
marginalne raspodele nedegenerisane.
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Ukoliko postoje ovakvi normirajui vektori panq i pbnq funkcija
raspodele G zove se vixedimenziona funkcija raspodele ekstremih
vrednosti, a funkcija raspodele F pripada (vixedimenzionoj ) oblasti
privlaqeǌa (za maksimume) funkcije raspodele G, xto se oznaqava sa
F P DpGq.
Vano je uoqiti i sledee. Neka su sa Fj i Gj oznaqene j-te
marginalne funkcije raspodele, redom, funkcija raspodele F i G.
Kako konvergencija u raspodeli niza sluqajnih vektora u (1.24)
implicira konvergenciju u raspodeli odgovarajuih koordinata (na
osnovu teoreme o neprekidnom preslikavaǌu u vixedimenzionom
sluqaju), dobija se da vai i
P
"




Ñ Gjpxjq, pri nÑ 8, j  1, 2, . . . , d, (1.25)
za @xj P CpGjq, tj.
pFjpan, jxj   bn, jqqn DÑ Gjpxjq, pri nÑ 8, j  1, 2, . . . , d. (1.26)
S obzirom na to da je, po pretpostavci, Gj nedegenerisana funkcija
raspodele ona je, istovremeno, (jednodimenziona) funkcija raspodele
ekstremnih vrednosti (na osnovu Teoreme 1.1) i Fj P DpGjq, j  1, 2, . . . , d,
a normirajue konstante su bax one date na str. 12. Kako su marginalne
funkcije raspodele za funkciju raspodele G neprekidne i ona sama je,
takoe, neprekidna.
Slaba konvergencija svake od d komponenti standardizovanog
vektora Mn u (1.25), meutim, strogo je slabija od konvergencije u
raspodeli celog vektora, pa je za vaeǌe obrnute implikacije, pod
pretpostavkom da su funkcije raspodele Fj neprekidne, dovoǉan npr.
uslov koji se odnosi na konvergenciju struktura zavisnosti – kopula.
Prouqavaǌe vixedimenzionih ekstrema je slojevito i moe se
suxtinski razdvojiti na dve komponente: jedna je analiza marginalnih
raspodela, a druga, znatno komplikovanija, jeste upravǉaǌe
strukturama zavisnosti. U nastavku e biti reqi o obe teme s tim
xto bi odmah trebalo pomenuti da se, za razliku od jednodimenzionog
sluqaja, vixedimenzione raspodele ekstremnih vrednosti ne mogu
objediniti unutar parametarske familije sa konaqnodimenzionim
parametarskim vektorom.
Dva pojma koja je, na ovom mestu, pogodno pomenuti su maksimum
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stabilnost i maksimum beskonaqna deǉivost vixedimenzione funkcije
raspodele.
Definicija 1.7. d-dimenziona funkcija raspodele H je maksimum
stabilna (kratko M-stabilna) ako jednakost
pHpanx  bnqqn  Hpxq, za @x P Rd, (1.27)
vai za pogodno odabrane vektore an ¡ 0 i bn P Rd, i svako n ¥ 2.
Definicija 1.8. d-dimenziona funkcija raspodele H je maksimum
beskonaqno deǉiva (kratko M-beskonaqno deǉiva) ako je funkcija H1{k
funkcija raspodele za svako k P N.
Prvo, ukoliko vai (1.24), na osnovu Hinqinove teoreme (Teorema
1.3.5. u kǌizi Mladenovi (2002)) sledi da, za @k ¥ 2, postoje vektori
αk ¡ 0 i βk P Rd, tako da ank
an
Ñ αk i bnk  bn
an
Ñ βk, pri n Ñ 8, i taqna
je jednakost
pGpαkx  βkqqk  Gpxq, za @x P Rd. (1.28)
Prema tome, jasno je da svaka d-dimenziona M-stabilna funkcija
raspodele pripada sopstvenoj oblasti privlaqeǌa, a da se klase
funkcija raspodela ekstremnih vrednosti i M-stabilnih funkcija
raspodele sa nedegenerisanim marginalnim funkcijama raspodele
poklapaju.
Drugo, posledica jednakosti (1.28) je qiǌenica da je G1{k
funkcija raspodele za svako k P N, xto, po definiciji, znaqi da je G i
M-beskonaqno deǉiva.
1.3 Karakterizacija vixedimenzionih raspodela
ekstremnih vrednosti
Da bi se izvrxila karakterizacija vixedimenzionih raspodela
ekstremnih vrednosti pogodno je ,,standardizovati” qitav problem
tako da graniqna funkcija raspodele G iz (1.24) ima taqno odreene,
iste, jednodimenzione marginalne funkcije raspodele. Nema gubitka
opxtosti ukoliko se odabere neka specifiqna raspodela kao
jednodimenziona marginalna raspodela, xto je pokazano u kǌizi
Resnick (2008), no trebalo bi imati u vidu da neke osobine i/ili
karakterizacija postaju najoqiglednije za poseban izbor iste. Dakle,
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odabir marginalne raspodele, sam po sebi, nije od znaqaja, ali je
uobiqajeno i posebno korisno raditi sa tzv. standardnom Frexeovom
G1, 1 raspodelom (datom sa (1.6), α  1). I ova i druge reprezentacije,
u vezi sa drugaqijim izborima jednodimenzione marginalne raspodele,
bie ukratko prikazane. U svakom sluqaju, standardizacija problema
omoguava jasno razgraniqeǌe ponaxaǌa marginalnih raspodela i
struktura zavisnosti, i, nakon toga, fokusiraǌe iskǉuqivo na
prouqavaǌe zavisnosti.
Neka je Y d-dimenzioni sluqajan vektor sa zajedniqkom funkcijom
raspodele G, koja ima neprekidne jednodimenzione marginalne






















 GpG1Ðpe1{y1q, G2Ðpe1{y2q, . . . , GdÐpe1{ydqq, y P p0, 8q, (1.29)









i ǌene jednodimenzione marginalne raspodele su standardne
Frexeove, tj. Gjpyq  G1, 1pyq za @y ¡ 0. Pri tome, G je vixedimenziona
funkcija raspodele ekstremnih vrednosti ako i samo ako je i G takva.
Na opisani naqin izvodi se eǉena standardizacija marginalnih
raspodela vixedimenzione funkcije raspodele ekstremnih vrednosti
tako da svaka od ǌih bude standardna Frexeova, uz oquvaǌe svojstva
ekstremnih vrednosti.
Alternativno, marginalna funkcija raspodele Gj, j  1, 2, . . . , d,
funkcije raspodele ekstremnih vrednosti G moe se predstaviti u
obliku generalisane funkcije raspodele ekstremnih vrednosti kao
Gjpyjq  exp
 p1  γjyjq1{γj , 1  γjyj ¡ 0,
gde je γj P R odgovarajui marginalni indeks rapodele ekstremnih















Za vixe detaǉa o ovom pristupu pogledati Poglavǉe 6 u kǌizi de Haan
and Ferreira (2006).
Raspodela ekstremnih vrednosti, odnosno odgovarajua funkcija
raspodele, qije su sve marginalne raspodele standardne Frexeove
raspodele naziva se jednostavna.
1.3.1 Reprezentacije vixedimenzione funkcije raspodele
ekstremnih vrednosti
 Eksponent mera
Savremena vixedimenziona teorija ekstremnih vrednosti
uglavnom se zasniva na karakterizaciji M-beskonaqno deǉivih
funkcija raspodele, koju su ustanovili Balkema and Resnick (1977) za
dvodimenzione funkcije raspodele. Rezultati koji su tu dobijeni bez
problema se mogu proxiriti sa dvodimenzionog sluqaja tako da vae
za proizvoǉan broj dimenzija d ¡ 2.
Ve je konstatovano da je d-dimenziona funkcija raspodele
ekstremnih vrednosti G M-beskonaqno deǉiva pa postoji eksponent
mera µ na Br8, 8q, tj. µ je σ-konaqna mera i zadovoǉava
µ
 
Rj1  r8, 8q  Rdj   8, za j ¤ d
µ
 p8,x0sA    8, za neko x0 P Rd
Gpxq  exp  µ  p8,xsA , za @x P Rd.
Neka je sa µ oznaqena eksponent mera jednostavne funkcije
raspodele ekstremnih vrednosti G, definisane transformacijom
(1.29). Bez gubitka opxtosti ova mera moe se odabrati tako da bude
koncentrisana na skupu E : r0, 8qzt0u, tj. definisana na odreenoj
σ-algebri ǌegovih podskupova, xto obezbeuje ǌenu jedinstvenost.
Tada je
Vpyq :  logGpyq  µpr0, 8qzr0,ysq, za y P E. (1.30)
S obzirom na to da je G M-stabilna funkcija raspodele, vai
Gkpkyq  Gpyq, za y P Rd, k P N,
pa, posebno, vai i
Gkpkyq  Gm pmyq, za proizvoǉne k,m P N,
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odnosno
Grpryq  Gpyq, za proizvoǉan pozitivan racionalan broj r.
Na osnovu neprekidnosti funkcije G sledi i jednakost
Gtptyq  Gpyq, za y P Rd, t ¡ 0. (1.31)
Iz jednakosti (1.30) i (1.31) dobija se, kao posledica, da eksponent
mera µ, koja odgovara funkciji raspodele G, zadovoǉava
µpr0, 8qzr0,ysq  tµpr0, 8qzr0, tysq  tµptpr0, 8qzr0,ysqq (1.32)
za svako y P E i t ¡ 0. Lako se moe ustanoviti da jednakost (1.32) vai
i za sve d-dimenzione kvadre sadrane u E, i ne samo to. Iskoristi se
oznaka tB : tty : y P Bu, gde je B  E. Na osnovu teorije mere (pogledati




taqna je za svaki Borelov8 skup B P BpEq i proizvoǉno t ¡ 0, gde je
BpEq Borelova σ-algebra podskupova skupa E. Svojstvo mere sadrano
u jednakosti (1.33) naziva se svojstvo homogenosti i ono je karakterixe.
Na ovom mestu trebalo bi pomenuti i stabilnu funkciju zavisnosti
























, za y P E. (1.34)
Ona opisuje raspodelu vixedimenzionih ekstrema na ekvivalentan
naqin kao xto to qini funkcija eksponent mere V definisana u (1.30).
Korisno zapaaǌe o ovim funkcijama jeste da je l homogena funkcija
reda 1, a V, takoe, homogena ali reda 1.
 De Han9 – Resnikova10 reprezentacija
Neka su zadate dve proizvoǉne norme }  }1 i }  }2 na Rd, tako da je
}x}i rastojaǌe vektora x od 0 indukovano odgovarajuom normom, i  1, 2.
8Félix Édouard Justin Émile Borel (1871-1956), francuski matematiqar
9Laurens de Haan (1937- ), holandski matematiqar
10Sidney Resnick, ameriqki matematiqar
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Uobiqajeno je da se radi sa Lp-normama: }x}  p|x1|p   |x2|p        |xd|pq1{p,
gde je 1 ¤ p    8, ili maksimum L8-normom: }x}  max
1¤j¤d
|xj|.
Neka je SE : tu P E : }u}2  1u jediniqna sfera snabdevena normom
}  }2. Daǉe, oznaqe se sa: r : }y}1 i w :
y
}y}2
, redom, radijalni i
ugaoni deo d-dimenzionog vektora y P E, i sa T pyq  pr,wq definixe
preslikavaǌe T : E ÝÑ p0, 8q  SE, koje predstavǉa transformaciju
vektora u svoje (pseudo)polarne koordinate u odnosu na norme }}1 i }}2.
Kako je preslikavaǌe T bijekcija postoji ǌegov inverz T1pr,wq  r w}w}1
.
Sada je mogue uvesti meru H sa
HpAq  µ
"







gde je A Borelov podskup skupa SE. Mera H naziva se spektralna mera,
a u literaturi se pomiǌe i kao ugaona mera.













za r ¡ 0 i Borelov podskup skupa SE oznaqen sa A, a ona upravo ukazuje
na qiǌenicu da se eksponent mera µ moe faktorizovati na poznatu
funkciju radijalne komponente r i meru H ugaone komponente w. Ta dva
ǌena qinioca ne zavise jedan od drugog. Ovo svojstvo mere µ poznato
je kao spektralna dekompozicija i zapisuje se kao
µ  T1pdr, dwq  1
r2
drHpdwq, (1.36)
gde je r ¡ 0, w P SE. Prvi su ga formulisali de Haan and Resnick (1977),
koji su razmatrali specijalan sluqaj kada su obe norme jednake
standardnoj euklidskoj normi, tj. L2-normi.
Suxtinski rezultat sadran je u tvreǌu da se svaka jednostavna









, za y P r0, 8q, (1.37)
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Hpdwq  1, j  1, 2, . . . , d. (1.38)
Zahtev da sve marginalne raspodele funkcije raspodele G budu
bax standardne Frexeove ekvivalentan je jednakosti (1.38). Kako se
na meru H ne nameu nikakva dodatna ograniqeǌa ne postoji konaqna
parametrizacija za H.
Konaqnost mere H sledi iz jednakosti (1.38) i qiǌenice da su sve
norme na Rd ekvivalentne.
Taqan je i obrnut smer, tj. svaka pozitivna i konaqna mera H za
koju vai (1.38) je spektralna mera jednostavne d-dimenzione funkcije
raspodele ekstremnih vrednosti G date jednakoxu (1.37).
Pregled spektralne dekompozicije za neke konkretne izbore normi
}  }1 i }  }2 moe se nai u kǌizi Beirlant et al. (2004).
 Spektralna reprezentacija
U teoriji verovatnoa dobro je poznata i dosta primeǌivana tzv.
metoda inverzne funkcije (en. probability integral transform), koja se
koristi za generisaǌe (pseudo)sluqajnih brojeva iz zadate raspodele.
Neka je pr0, 1s,Br0,1s,mq Lebegov11 prostor verovatnoa i sa U oznaqeno
identiqko preslikavaǌe na segmentu r0, 1s (primetiti da ukoliko se U
posmatra kao sluqajna veliqina, onda ona ima ravnomernu raspodelu
na segmentu r0, 1s). Ukoliko je sa F oznaqena funkcija raspodele kojoj
odgovara verovatnosna mera Q, onda je FÐpUq sluqajna veliqina, u
istom prostoru verovatnoa, koja ima funkciju raspodele F .
Opisana metoda moe se uopxtiti tako da bude primenǉiva na
verovatnosnu meru Q, definisanu na Borelovoj σ-algebri podskupova
proizvoǉnog kompletnog i separabilnog metriqkog prostora S. Naime,
postoji sluqajan element f : r0, 1s ÝÑ S (pretpostavǉa se da je u osnovi
Lebegov prostor verovatnoa), tako da vai
Q  m  f1 (1.39)
(pogledati Teoremu 3.2. u kǌizi Billingsley (1971)).
11Henri Léon Lebesgue (1875-1941), francuski matematiqar
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Ovaj rezultat se, zatim, moe primeniti na De Han – Resnikovu
reprezentaciju jednostavne funkcije raspodele ekstremnih vrednosti
G, datu u jednakosti (1.37), tako xto se stavi
Q : H
HpSEq , (1.40)
gde je H spektralna mera, dobijena uz pretpostavku da su obe odabrane
norme iste. Tada je Q verovatnosna mera na SE.
Na osnovu jednakosti (1.39) dobija se da postoji sluqajan vektor
f  pf1, f2, . . . , fdq, f : r0, 1s ÝÑ SE, tako da d-dimenzioni sluqajan vektor
pf1pUq, f2pUq, . . . , fdpUqq, U P Ur0, 1s, ima raspodelu verovatnoa Q. Ovo
































f̃jptqdt  1, j  1, 2, . . . , d.
Navedeni rezultat je specijalan sluqaj spektralne reprezentacije
M-stabilnih sluqajnih procesa (za vixe detaǉa pogledati de Haan (1984)
i de Haan and Pickands (1986)).
Vai i obrnuto, tj. ako postoje nenegativne, Lebeg integrabilne
funkcije f̃1, f̃2, . . . , f̃d na r0, 1s, za koje vai
1»
0
f̃jptqdt  1, j  1, 2, . . . , d, i
G je funkcija iz jednakosti (1.41), onda je G jednostavna d-dimenziona
funkcija raspodele ekstremnih vrednosti.
 Nehomogen Puasonov12 proces
Vixedimenziona funkcija raspodele G je jednostavna funkcija
raspodele ekstremnih vrednosti ako i samo ako postoji nehomogen
12Siméon Denis Poisson (1781-1840), francuski matematiqar
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Puasonov proces N 
 8̧
n1
εpTj ,Zjq, definisan na p0, 8q  E, sa merom
intenziteta Λ datom sa Λpp0, ts  Bq  tµpBq, gde je t ¡ 0 i B P BpEq, pri
qemu je
Gpyq  P tY p1q ¤ yu, za y P E, (1.42)
a Y p1q : suptZj : Tj ¤ 1, j P Nu; µ je mera iz formule (1.35), uz
pretpostavku da su obe odabrane norme iste; H je odgovarajua
spektralna mera.
Definicija 1.9. Neka je S podskup konaqnodimenzionog realnog
prostora i S odgovarajua Borelova σ-algebra generisana otvorenim
skupovima u S. Dirakova13 mera εx, za x P S, definixe se sa
εxpAq 
$&%1, ako x P A0, ako x R A gde je A P S.
1.3.2 Dvodimenzioni sluqaj
Ograniqavaǌe na sluqaj kada je d  2, tj. kada se radi sa
dvodimenzionim sluqajnim vektorima, omoguava daleko detaǉnije
prouqavaǌe ǌihovih raspodela, u smislu ekstremalnog ponaxaǌa.
Najstarije karakterizacije dvodimenzionih raspodela ekstremnih
vrednosti datiraju sa kraja pedesetih i poqetka xezdesetih godina XX
veka i nalaze se u radovima:
– Tiago de Oliveira (1958)
Gpy1, y2q  pG1, αpy1qG1, αpy2qqνplog y2log y1q , y1, y2 ¡ 0, (1.43)
gde je ν odgovarajua tzv. funkcija zavisnosti;
– Geffroy (1958/59)













, y1, y2 ¡ 0, (1.44)
gde je ϕ funkcija koja se moe zadati preko stabilne funkcije
zavisnosti repova l, date u (1.34), sa ϕpvq  lpv, 1q  1, v ¡ 0;
13Paul Dirac (1902-1984), britanski teorijski fiziqar
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– Sibuya (1960)
















, y1, y2 ¡ 0, (1.45)
gde je χ funkcija koja se, takoe, moe zadati preko stabilne
funkcije zavisnosti repova l sa χpvq  lp1, vq  p1  vq, v ¡ 0;
– Gumbel (1962)
ako su GB1 , GB2 , . . . , GBm poznate dvodimenzione funkcije raspodele
ekstremnih vrednosti sa standardnim Frexeovim marginalnim
raspodelama, onda je ǌihova ponderisana geometrijska sredina
pGB1py1, y2qqβ1pGB2py1, y2qqβ2 . . . pGBmpy1, y2qq1β1β2βm1 ,
y1, y2 ¡ 0, 0   βj   1, j  1, 2, . . . ,m  1, 1  β1  β2      βm1 ¡ 0,
takoe, dvodimenziona funkcija raspodele ekstremnih vrednosti
sa standardnim Frexeovim marginalnim raspodelama.
Sa G svuda je oznaqena jednostavna dvodimenziona funkcija
raspodele ekstremnih vrednosti.
Na osnovu jednakosti (1.29) oqigledno je da vai








, y1, y2 P R,
gde je G dvodimenziona funkcija raspodele ekstremnih vrednosti sa
marginalnim funkcijama raspodele G1 i G2, xto omoguava da se
formule (1.43)–(1.45) zapixu u malo opxtijem obliku. To je korisno
imajui u vidu da su i u dvodimenzionom kontekstu marginalne
raspodele u drugom planu u odnosu na strukture zavisnosti.
Reprezentacija koju je dao Pickands (1981)

















, y1, y2 ¡ 0, (1.46)
meutim, pokazala se znatno pogodnijom od prethodnih. Tu je A tzv.
Pikandsova14 funkcija zavisnosti koja u potpunosti odreuje stabilnu
funkciju zavisnosti repova l sa






, v1, v2 ¡ 0, pri qemu v1   v2 ¡ 0.
14James Pickands III, ameriqki matematiqar
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Zapravo, vai
Aptq  lp1 t, tq, t P r0, 1s,
pa se Pikandsova funkcija zavisnosti moe shvatiti kao restrikcija
stabilne funkcije zavisnosti repova na jediniqni jednodimenzioni
simpleks.
Definicija 1.10. Jediniqni pd  1q-dimenzioni simpleks, u oznaci Sd,
je podskup od Rd definisan sa
Sd  tw P r0, 8q : w1   w2        wd  1u.
Lako se da proveriti da je A neprekidna, konveksna funkcija, qiji






, pri qemu je nejednakost
maxtt, 1 tu ¤ Aptq taqna za @t P r0, 1s.
Spektralna mera H iz (1.35), za proizvoǉan izbor normi }  }1 i




















 Apvq, 0   v   1,
xto je pokazao Obretenov (1991), a bavio se i uopxteǌima postojeih
funkcija zavisnosti na sluqaj kada je broj dimenzija prostora u kome
se radi vei od dva.
1.3.3 Drugi izbori marginalnih raspodela
Neka u nastavku d-dimenzioni sluqajan vektor Y ima funkciju
raspodele ekstremnih vrednosti G.
 Eksponencijalna raspodela kao marginalna raspodela
U radu Pickands (1981) kao marginalna raspodela odabrana je
standardna eksponencijalna εp1q raspodela, koja se moe pojaviti kao
jednodimenziona raspodela ekstremnih vrednosti, na odgovarajui
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naqin, standardizovanog minimuma. Tada sluqajan vektor
p logG1pY1q, logG2pY2q, . . . , logGdpYdqq ,
dobijen nakon transformacije vektora Y , ima vixedimenzionu
funkciju raspodele ekstremnih vrednosti za minimum, oznaqenu sa
G, pri qemu su ǌene jednodimenzione marginalne raspodele
standardne eksponencijalne.
Definicija 1.11. Neka je Z  pZ1, Z2, . . . , Zdq sluqajan vektor sa
zajedniqkom, d-dimenzionom funkcijom raspodele H. Sa H oznaqena je
funkcija preivǉavaǌa koja odgovara funkciji raspodele H, i koja je
definisana sa
Hpzq  P tZ1 ¥ z1, Z2 ¥ z2, . . . , Zd ¥ zdu, za z P Rd.
Vano je primetiti da je za d  1 funkcija preivǉavaǌa ustvari desni
rep date funkcije raspodele i da tu vai Hpzq  1Hpzq, xto za d ¥ 2,
u opxtem sluqaju, nije taqno.
Zajedniqka funkcija preivǉavaǌa G data je sa
Gpyq  expplpyqq, za y P E, (1.47)






pwjyjqHpdwq, a H je spektralna mera, uz pretpostavku da su
obe odabrane norme iste i da je, konkretno, u pitaǌu L1-norma. Tada je
SE jediniqni pd 1q-dimenzioni simpleks.
Jednakost (1.47) sadri Pikandsovu reprezentaciju minimum
stabilne vixedimenzione eksponencijalne funkcije raspodele. Za
vixe detaǉa pogledati Poglavǉe 6 u kǌizi Joe (1997).
 Vejbulova raspodela kao marginalna raspodela
U kǌizi Falk et al. (2011) dat je prikaz Pikandsove reprezentacije
ali sa standardnom Vejbulovom G2, 1 raspodelom (datom sa (1.7), α  1)
kao marginalnom.
Lako se pokazuje da ukoliko sluqajna veliqina Z ima εp1q
raspodelu, sluqajna veliqina V , data sa V  Z, ima standardnu
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Vejbulovu raspodelu, pa je, na osnovu (1.47), vrednost funkcije
raspodele sluqajnog vektora
plogG1pY1q, logG2pY2q, . . . , logGdpYdqq ,
u taqki y P p8,0q, tj. verovatnoa
P tlogG1pY1q ¤ y1, logG2pY2q ¤ y2, . . . , logGdpYdq ¤ ydu,
jednaka
expplpyqq. (1.48)
Navedeni sluqajan vektor ima eǉene standardne Vejbulove marginalne
raspodele.
Tako se stie i do pomenute Pikandsove reprezentacije kojom se
tvrdi da je data funkcija M-stabilna d-dimenziona funkcija raspodele
sa standardnim Vejbulovim marginalnim raspodelama ako i samo ako je








pri qemu je µ konaqna mera na jediniqnom pd1q-dimenzionom simpleksu
oznaqenom sa SE, sa svojstvom»
SE
xjµpdxq  1, j  1, 2, . . . , d.
Ovde se, za d ¡ 2, na analogan naqin kao u dvodimenzionom sluqaju,
moe uvesti pojam Pikandsove funkcije zavisnosti A, qiji je domen sada
skup
#












tamo, shvatiti kao restrikcija stabilne funkcije zavisnosti repova na
jediniqni pd  1q-dimenzioni simpleks SE. Falk et al. (2011) prikazuju
brojne osobine koje poseduje ova funkcija, od kojih je svakako najvanija
mogunost karakterizacije sluqajeva nezavisnosti i potpune zavisnosti
(pogledati str. 39) sluqajnih veliqina Y1, Y2, . . . , Yd, koje su komponente
sluqajnog vektora Y sa funkcijom raspodele ekstremnih vrednosti G.
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 Gumbelova raspodela kao marginalna raspodela
Standardizovaǌe problema tako da se dobije Gumbelova G0
raspodela (data sa (1.5)) kao marginalna bilo je uobiqajeno u ranim
danima razvoja teorije vixedimenzionih ekstremnih vrednosti,
verovatno pod uticajem Gumbelove klasiqne monografije iz 1958.
godine.
Lako se pokazuje da ukoliko sluqajna veliqina Z ima εp1q
raspodelu, sluqajna veliqina W , data sa W   logZ, ima Gumbelovu
raspodelu, pa je vrednost funkcije raspodele sluqajnog vektora
p logp logG1pY1qq, logp logG2pY2qq, . . . , logp logGdpYdqqq ,
u taqki y P Rd jednaka
expplpey1 , ey2 , . . . , eydqq. (1.50)
Navedeni sluqajan vektor ima eǉene Gumbelove marginalne raspodele.
 Ravnomerna raspodela kao marginalna raspodela
Aktuelan pristup, koji omoguava da se vixedimenzione
strukture zavisnosti sagledavaju i prouqavaju nezavisno od
jednodimenzionih marginalnih raspodela, sastoji se u korixeǌu
kopule. U najkraem, kopula je vixedimenziona funkcija raspodele,
qija je svaka jednodimenziona marginalna raspodela – ravnomerna
Ur0, 1s raspodela, i koja suxtinski rezimira strukturu zavisnosti.
Neka je F d-dimenziona funkcija raspodele, pri qemu je ǌena j-ta
jednodimenziona marginalna raspodela, kao i do sada, oznaqena sa Fj,
j  1, 2, . . . , d; kopula za F , koja se oznaqava sa CF , je funkcija raspodele
CF : p0,1q ÝÑ r0, 1s sa Ur0, 1s marginalnim raspodelama, za koju vai
F pyq  CF pF1py1q, F2py2q, . . . , Fdpydqq, za y P Rd. (1.51)
Ukoliko su marginalne funkcije raspodele Fj, j  1, 2, . . . , d,
neprekidne onda je kopula CF jednoznaqno odreena i data je sa
CF puq  F pFÐ1 pu1q, FÐ2 pu2q, . . . , FÐd pudqq, za u P r0,1s. (1.52)
Ovaj rezultat poqiva na dva svojstva jednodimenzionih funkcija
raspodele: prvo svojstvo je ve opisano kod metode inverzne funkcije
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(radi podseaǌa – ako su H i HÐ, redom, data funkcija raspodele i
ǌena kvantil funkcija, i U P Up0, 1q, onda HÐpUq dH), a drugo je
svojstvo neprekidnih funkcija raspodele, koje se sastoji u tome da ako
sluqajna veliqina V ima neprekidnu funkciju raspodele H onda
sluqajna veliqina HpV q ima Up0, 1q raspodelu.
Stoga, ako sluqajan vektor Z ima d-dimenzionu funkciju
raspodele F sa neprekidnim marginalnim raspodelama onda je CF
funkcija raspodele sluqajnog vektora pF1pZ1q, F2pZ2q, . . . , FdpZdqq i,
obrnuto, ako sluqajan vektor W ima d-dimenzionu funkciju raspodele
CF onda sluqajan vektor pFÐ1 pW1q, FÐ2 pW2q, . . . , FÐd pWdqq ima funkciju
raspodele F .
Kopula za d-dimenzionu funkciju raspodele ekstremnih vrednosti
G, koju ima sluqajan vektor Y sa poqetka, je, dakle, funkcija
raspodele d-dimenzionog sluqajnog vektora pG1pY1q, G2pY2q, . . . , GdpYdqq i
moe se izraziti preko stabilne funkcije zavisnosti repova l
jednakoxu
CGpuq  expplp log u1, log u2, . . . , log udqq, za u P r0,1s. (1.53)
Po definiciji, familija tzv. kopula ekstremnih vrednosti (pogledati
npr. Definiciju 6.2.1. u Gudendorf and Segers (2010)) poklapa se sa skupom















za svako m P N i svaku taqku u P r0,1s.
Vai i obrnuto, svaka kopula za koju je taqna jednakost (1.54) je
kopula za neku d-dimenzionu funkciju raspodele ekstremnih vrednosti.
1.4 Oblast privlaqeǌa vixedimenzione raspodele
ekstremnih vrednosti
Dok je u prethodna dva odeǉka u fokusu bila klasa
vixedimenzionih raspodela ekstremnih vrednosti, odnosno zadatak
karakterizacije graniqne funkcije raspodele G u
pF panx  bnqqn Ñ Gpxq, pri nÑ 8, (1.55)
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za @x P Rd, gde su an i bn nizovi vektora, an ¡ 0 i bn P Rd, za svako
n P N, ovde se formulixe niz ekvivalentnih opisa oblasti privlaqeǌa
DpGq d-dimenzione funkcije raspodele ekstremnih vrednosti G, do kojih
dovode upravo pomenute razliqite karakterizacije.
Ponovo e biti razmatran standardizovan problem, u smislu da
se funkcija raspodele G transformixe kao u (1.29) tako da se dobije
d-dimenziona funkcija raspodele ekstremnih vrednosti G, qije su sve
jednodimenzione marginalne raspodele standardne Frexeove. Nad
funkcijom raspodele F primeǌuje se analogna transformacija, tako da
se dobije odgovarajua funkcija raspodele F. Standardizacija se
opravdava qiǌenicom da F P DpGq ako i samo ako F P DpGq. Naime,
neka je X  pX1, X2, . . . Xdq sluqajan vektor sa funkcijom raspodele F i
neka je sa Fj oznaqena j-ta marginalna funkcija raspodele za F . Neka
je, daǉe, Uj :  1
logFj
i Xj : UjpXjq, j  1, 2, . . . , d, i neka je F
funkcija raspodele sluqajnog vektora pX1, X2, . . . , Xdq tako da
Fpyq  F pUÐ1 py1q, UÐ2 py2q, . . . , UÐd pydqq . (1.56)
Ako su X1,X2, . . . ,Xn nezavisne kopije sluqajnog vektora X i F P DpGq

















Fpnyq Ñ Gpyq, pri nÑ 8. (1.57)
Obrnuto, ako F P DpGq, pored toga vai
pFjpan, jxj   bn, jqqn DÑ Gjpxjq, pri nÑ 8, j  1, 2, . . . , n,
i jednodimenzione marginalne raspodele za G su nedegenerisane onda
F P DpGq.
U nastavku je dato nekoliko fundamentalnih rezultata kojima se
vrxi karakterizacija uslova oblasti privlaqeǌa, F P DpGq, ili,
ekvivalentno, F P DpGq.
Neka, nadaǉe, sluqajan vektor X ima funkciju raspodele F.
U nastavku su dati potrebni i dovoǉni uslovi za F P DpGq.
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 Marshall and Olkin (1983)




 logFpt1q  limtÑ8
1 Fptyq
1 Fpt1q
♦  logGpyq logGp1q 
µpr0, 8qzr0,ysq
µpr0, 8qzr0,1sq , za y P E,
gde je µ eksponent mera iz (1.30).
Jednakost oznaqena sa ♦, u prethodno navedenom nizu jednakosti, znaqi
da je 1  F, po definiciji, vixedimenziona pravilno promenǉiva
funkcija, odnosno da je F vixedimenziona pravilno promenǉiva
funkcija raspodele (u beskonaqnosti) sa indeksom pravilne
promenǉivosti jednakim jedan i graniqnom merom ν, takvom da
νpBq  µpBq
µpr0, 8qzr0,1sq , za svaki Borelov skup B P BpEq.
Definicija 1.12. d-dimenziona funkcija raspodele F , sa nosaqem
r0, 8q, je pravilno promenǉiva u beskonaqnosti ako postoji funkcija
λ : p0, 8q ÝÑ p0, 8q, tako da lim
tÑ8
1 F ptxq
1 F pt1q  λpxq, za x P p0, 8q.
Sledi da postoji mera ν na Borelovoj σ-algebri BpEq, takva da
λpxq  νpr0, 8qzr0,xsq, za @x ¡ 0.
Detaǉniji prikaz vixedimenzione pravilne promenǉivosti moe
se nai u kǌigama Resnick (2008), Finkenstädt and Rootzén (2004), Bingham
et al. (1989), a, takoe, i u radu Basrak et al. (2002).
 lim
tÑ8







X, j ¡ t
+






Ovim je data karakterizacija pripadaǌa oblasti privlaqeǌa u
terminima raspodele prekoraqeǌa visokog vixedimenzionog nivoa.
Veza sa eksponent merom µ i spektralnom merom H, koje
odgovaraju funkciji raspodele G, ustanovǉena je u sledeim dvema
karakterizacijama:
 Resnick (2008)







Ñ µpBq, pri tÑ 8,
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za svaki relativno kompaktan Borelov skup B P BpEq za koji je
µpBBq  0, tj. granica skupa B ima µ-meru jednaku nula (moe se,
takoe, koristiti i notacija: µt
vÑ µ, pri tÑ 8).
 de Haan (1985)
Neka je T , kao i ranije, transformacija vektora u svoje (pseudo)polarne
koordinate u odnosu na norme }  }1 i }  }2 na Rd, data sa












Ñ HpAq, pri tÑ 8,
za svaki relativno kompaktan Borelov podskup A skupa SE za koji je
HpBAq  0, xto je, sa druge strane, ekvivalentno








∣∣∣∣}X}1 ¡ t*Ñ HpAqHpSEq
,//.//- pri tÑ 8.
Ovim je, usput, data i interpretacija spektralne mere H u terminima
raspodele ugaone komponente sluqajnog vektora X u oblasti gde je ǌena
radijalna komponenta velika.
Sledea karakterizacija izvrxena je preko taqkastog procesa (en.
point process).
 de Haan (1985)





taqkasti proces definisan na E, gde su
X1,X2, . . . ,Xn nezavisne kopije sluqajnog vektora X.
F P DpGq ako i samo ako
Nn ñ N, pri nÑ 8,
gde je sa N oznaqen nehomogen Puasonov proces sa merom intenziteta
µ.
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Obuhvatan uvod u teoriju taqkastih sluqajnih procesa i Puasonove
sluqajne mere moe se nai u radu Resnick (1986) i kǌizi Resnick (2008).
Naredna karakterizacija pokazuje kako se pripadaǌe oblasti
privlaqeǌa moe svesti na konvergenciju strukture zavisnosti.
 Takahashi (1994)
F P DpGq ako i samo ako
pFptyqqt Ñ Gpyq, pri tÑ 8,
za @y P p0, 8q. Alternativne formulacije su
tp1 Fptyqq Ñ  logGpyq, pri tÑ 8,
odnosno




Kako Frexeova raspodela pripada sopstvenoj oblasti privlaqeǌa za
maksimume ovakav potreban i dovoǉan uslov za F P DpGq ekvivalentan
je konvergenciji odgovarajueg niza kopula. Naime, neka su nezavisne
kopije sluqajnog vektora X oznaqene sa X1,X2, . . . ,Xn i neka je Mn




sluqajnog vektora Mn je tada n-ti stepen funkcije raspodele F, u
oznaci F n , a kopula za ǌu data je sa



































, za u P p0,1q.
Neka je CG kopula za funkciju raspodele G. Tada F P DpGq ako i
samo ako za @u P p0,1q
CFn puq Ñ CGpuq, pri nÑ 8.
Kako je graniqna kopula CG neprekidna, prethodna konvergencija je
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 CF tpuq Ñ CGpuq, pri tÑ 8, (1.58)
a kako kopula zadovoǉava svojstvo stabilnosti (1.54), ne samo za m P N
nego i za svako m ¡ 0, dobija se npr. i da CFpuq  CGpuq, za takve
vektore u kod kojih su sve komponente uj, j  1, 2, . . . , d, dovoǉno blizu
jedinice.
Za svaku vixedimenzionu funkciju raspodele ekstremnih vrednosti
G taqne su nejednakosti
d¹
j1
Gjpxjq ¤ Gpxq ¤ min
1¤j¤n
Gjpxjq, za @x P Rd,
gde je sa Gj oznaqena j-ta marginalna funkcija raspodele za G. Na
samim krajevima opsega zavisnosti marginalnih raspodela nalaze se




marginalna potpuna zavisnost – Gpxq  min
1¤j¤n
Gjpxjq. U oba ova sluqaja
G je vixedimenziona funkcija raspodele ekstremnih vrednosti, a
karakterizaciju je odredio Takahashi (1988).
Posebna paǌa u literaturi posveuje se tzv. problemu oblasti
privlaqeǌa nezavisnosti, koji se sastoji u prouqavaǌu oblasti
privlaqeǌa vixedimenzione M-stabilne funkcije raspodele G sa




Gjpxjq, za @x P Rd. Za sluqajan vektor qija funkcija
raspodele pripada oblasti privlaqeǌa ovakve funkcije raspodele G
kae se da poseduje svojstvo asimptotske nezavisnosti komponenti.
Neka je pXnqnPN niz nezavisnih, jednako raspodeǉenih sluqajnih
vektora u Rd sa zajedniqkom d-dimenzionom funkcijom raspodele F .
Radi jednostavnosti, pretpostavi se da su sve jednodimenzione
marginalne funkcije raspodele iste i jednake F1, a da F1 P DpG1q, tj.
da postoje nizovi konstanti panq i pbnq, an ¡ 0 i bn P R za svako n P N,
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tako da vai
pF1panx  bnqqn DÑ G1pxq, pri nÑ 8.
Berman (1961) je formulisao potrebne i dovoǉne uslove pri kojima
funkcija raspodele F pripada oblasti privlaqeǌa nezavisnosti, tj.
dokazao je da su sledei iskazi ekvivalentni:
– F pripada oblasti privlaqeǌa nezavisnosti:
pF panx  bn1qqn DÑ
d¹
j1
G1pxjq  Gpxq, pri nÑ 8,
– za svaka dva prirodna broja k i l, takva da 1 ¤ k   l ¤ d,
P tMn, k ¤ anxk   bn,Mn, l ¤ anxl   bnu Ñ G1pxkqG1pxlq, pri nÑ 8,




– za svaka dva prirodna broja k i l, takva da 1 ¤ k   l ¤ d,
nP tX1, k ¡ anxk   bn, X1, l ¤ anxl   bnu Ñ 0, pri nÑ 8
– za svaka dva prirodna broja k i l, takva da 1 ¤ k   l ¤ d,
P tX1, k ¡ t|X1, l ¡ tu Ñ 0, , pri tÑ xF1 .
Drugi iskaz, ustvari, tvrdi da asimptotska nezavisnost u parovima
maksimuma komponenti implicira ǌihovu zajedniqku asimptotsku
nezavisnost, qime se opxta asimptotska nezavisnost u prostoru
dimenzije d ¡ 2 zapravo svodi na dvodimenzioni sluqaj. Qetvrti iskaz
je uslov kojim se utvruje dvodimenziona asimptotska nezavisnost, a
formulisao ga je Sibuya (1959).
1.5 Strukture zavisnosti i mereǌe ekstremalne
zavisnosti
Vaan aspekt vixedimenzione teorije ekstremnih vrednosti
predstavǉa prouqavaǌe struktura zavisnosti M-stabilnih raspodela.
Klasa struktura zavisnosti je veoma velika i ǌen raspon se kree od
nezavisnosti komponenti (to su tzv. slabe strukture zavisnosti), kao
jednog izuzetnog sluqaja, do ǌihove perfektne zavisnosti (to su tzv.
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jake strukture zavisnosti), kao drugog. Struktura zavisnosti moe se,
na ekvivalentan naqin, opisati raznim objektima: funkcijama
zavisnosti ili odreenim merama zavisnosti, pri qemu su svi oni
povezani i rasvetǉavaju raspodelu ekstremnih vrednosti sa
razliqitih stanovixta. Ovde e biti dat kratak prikaz objekata koji
oliqavaju strukturu zavisnosti i naqina na koje to qine.
Neka je, u nastavku, pXnq niz nezavisnih, jednako raspodeǉenih
sluqajnih vektora dimenzije d sa zajedniqkom funkcijom raspodele F ,
koja pripada oblasti privlaqeǌa za maksimume funkcije raspodele
ekstremnih vrednosti G. Neka su, daǉe, F i G odgovarajue funkcije
raspodele sa standardnim Frexeovim marginalnim raspodelama,
dobijene, redom, transformacijama (1.56) i (1.29). Nakon xto se, na
ovaj naqin, izvrxi standardizacija problema paǌa se moe
usredsrediti iskǉuqivo na strukture zavisnosti.
 Eksponent mera i spektralna mera
Eksponent mera µ data u (1.30) opisuje strukturu zavisnosti
izmeu neobiqno velikih vrednosti Xi, j, j  1, 2, . . . , d, nakon xto se
izvrxi standardizacija pomou funkcija Uj   1
logFj
, kako bi se
dobile eǉene marginalne raspodele. Resnick (2008) je dokazao da je
nezavisnost jednodimenzionih marginalnih funkcija raspodele Gj,
ili, drugim reqima, asimptotska nezavisnost maksimuma komponenti




tx P E : xi  0 za i  ju ,




tx P E : xi ¡ yi, xj ¡ yju

 0.
Posebno, u sluqaju d  2 to jednostavno znaqi da je eksponent mera µ
koncentrisana na pozitivnim delovima koordinatnih osa i nema atome
u unutraxǌosti prvog kvadranta.
Definicija 1.13. Kae se da je tau P BpEq atom (en. point mass) date




















, za y P E.
Kada je u pitaǌu potpuna zavisnost ona je ekvivalentna qiǌenici
da je µ koncentrisana na polupravoj






, za y P E.
Spektralna dekompozicija eksponent mere µ (1.36) omoguava da
se struktura zavisnosti opixe putem spektralne mere H, koja je,
ustvari, ugaona komponenta µ. Neka je data standardna baza pejq1¤j¤n
prostora Rd, pri qemu je ej j-ti jediniqni vektor, tj. ǌegova j-ta
koordinata jednaka je jedan, a ostale su nula. Maksimumi komponenti
vektora iz niza pXnq su asimptotski nezavisni ako i samo ako je mera























za proizvoǉnu realnu, H-integrabilnu funkciju f na SE.
Sa druge strane, neka je w0  w01 taqka preseka sfere SE i prave
date sa tx P Rd : x1  x2      xdu. Maksimumi komponenti vektora iz
niza pXnq su asimptotski potpuno zavisni ako i samo ako je H
koncentrisana (taqnije, kolapsira) na jednom jedinom atomu tw0u mere
}w0}1
w0








za proizvoǉnu realnu, H-integrabilnu funkciju f na SE.
Posebno, ako su obe odabrane norme iste i u pitaǌu je, konkretno,
L1-norma, onda je SE, ustvari, jediniqni pd 1q-dimenzioni simpleks i,
pri tome, nezavisnost je prisutna ako i samo ako je mera H
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koncentrisana na jediniqnim atomima u temenima e1, e2, . . . , ed
simpleksa SE, dok je potpuna zavisnost prisutna ako i samo ako je














Izraeno u terminima verovatnosne mere Q iz formule (1.39) i
spektralnih funkcija, koje se pojavǉuju kod spektralne reprezentacije
(1.41), nezavisnost je ekvivalentna qiǌenici da je Q diskretna
ravnomerna raspodela na skupu temena pomenutog simpleksa SE
(asimptotski: samo jedna komponenta u opservaciji moe uzeti veliku
vrednost), odnosno da spektralne funkcije imaju disjunktne nosaqe
skoro svuda, dok je potpuna zavisnost ekvivalentna qiǌenici da je Q













simpleksa SE (asimptotski: sve komponente uzimaju
priblino jednake vrednosti), odnosno da su sve spektralne funkcije
jednake skoro svuda na segmentu r0, 1s.
 Dvodimenzioni sluqaj
U jednakosti (1.46) data je popularna Pikandsova reprezentacija
dvodimenzione M-stabilne funkcije raspodele G sa standardnim
Frexeovim marginalnim raspodelama, gde je A Pikandsova funkcija
zavisnosti. Ve je reqeno da za funkciju A vae nejednakosti:
maxtt, 1  tu ¤ Aptq ¤ 1, za @t P r0, 1s. Sluqaj kada je A jednaka svojoj
gorǌoj granici, tj. Aptq  1, za @t P r0, 1s, odgovara nezavisnosti G1 i
G2 i tada je Gpy1, y2q  G1py1qG2py2q, za @py1, y2q P R2, a sluqaj kada je
A jednaka svojoj doǌoj granici, tj. Aptq  maxtt, 1  tu, za @t P r0, 1s,
odgovara potpunoj zavisnosti marginalnih funkcija raspodele G1 i
G2 i tada je Gpy1, y2q  G1pminty1, y2uq, za @py1, y2q P R2.
Druge funkcije zavisnosti koje se pojavǉuju u (1.43)–(1.45), takoe,
karakterixu strukturu zavisnosti.
 Kopula
Kopula CG za funkciju raspodele ekstremnih vrednosti G ne
zavisi od jednodimenzionih marginalnih funkcija raspodele Gj i,
stoga, sadri sve informacije relevantne za sagledavaǌe strukture
zavisnosti, xto je qini pogodnim objektom za opisivaǌe iste. Moe se
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pokazati da za kopulu ekstremnih vrednosti CG vai
d¹
j1
uj ¤ CGpuq ¤ min
1¤j¤n
uj, za u P r0,1s.
Svi ovde pomenuti objekti su beskonaqnodimenzioni i iz tog
razloga rad sa ǌima nije jednostavan. Mogue rexeǌe sastoji se u
biraǌu konaqnodimenzionih potklasa struktura zavisnosti (nadajui
se da su one dovoǉno xiroke), tj. u fokusiraǌu na parametarske
modele o qemu e biti vixe reqi u sledeem odeǉku. Alternativno
rexeǌe jeste da se razmatraju glavne osobine strukture zavisnosti
korixeǌem dobro odabranih mera zavisnosti, qime se stiqe gruba
ali reprezentativna slika o jaqini zavisnosti u graniqnoj
vixedimenzionoj raspodeli ekstremnih vrednosti.
Na samom poqetku, trebalo bi pomenuti da je Pirsonov15
koeficijent korelacije, koji se qesto uzima za meru (linearne)
zavisnosti sluqajnih veliqina, u vixedimenzionoj teoriji ekstremnih
vrednosti praktiqno neupotrebǉiv s obzirom na to da, sa jedne strane,
nije invarijantan u odnosu na transformacije marginalnih raspodela
(taqnije, invarijantan je samo u odnosu na strogo rastue linearne
transformacije), a, sa druge strane, neke jednodimenzione raspodele
ekstremnih vrednosti (recimo standardna Frexeova raspodela) imaju
beskonaqnu disperziju.
Usredsreujui se upravo na potrebe ekstremalnog konteksta
predloeno je nekoliko mera zavisnosti, uglavnom za dvodimenzioni
sluqaj:
 Ekstremalni koeficijent
Neka je G dvodimenziona funkcija raspodele ekstremnih vrednosti
sluqajnog vektora Y sa marginalnim funkcijama raspodele G1 i G2. U
dvodimenzionom sluqaju ekstremalni koeficijent θ definisan je sa







15Karl Pearson (1857-1936), britanski matematiqar
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gde je l stabilna funkcija zavisnosti repova, a A Pikandsova funkcija
zavisnosti. Ovaj koeficijent moe uzeti vrednost u segmentu r1, 2s i
zadovoǉava jednakost
P tY1 ¤ GÐ1 ppq, Y2 ¤ GÐ2 ppqu  pθ, za 0   p   1.
Ukoliko su marginalne funkcije raspodele G1 i G2 jednake
prethodna jednakost svodi se na
P tY1 ¤ x, Y2 ¤ xu  P tmaxtY1, Y2u ¤ xu  pG1pxqqθ, za x P R,
i ǌu je Tiago de Oliveira (1962/63) koristio da bi definisao ovaj
koeficijent (to je, ustvari, indeks ekstremalne zavisnosti).
Oqigledno je da vrednost θ ima velikog uticaja na oblik Pikandsove
funkcije zavisnosti A. Posebno, vrednosti θ bliske dvojci ukazuju na
slabe strukture zavisnosti (θ  2 – nezavisnost), dok vrednosti θ
bliske doǌoj granici ukazuju na jake strukture zavisnosti (θ  1 –
potpuna zavisnost). Uopxteǌe se moe formulisati i za sluqajeve
kada je broj dimenzija d vei od dva; za vixe detaǉa pogledati radove
Coles (1993), Smith (1991).
 Kendalovo16 τ i Spirmanovo17 ρ
Tako se nazivaju dve popularne neparametarske mere zavisnosti
izmeu komponenti dvodimenzionog sluqajnog vektora. Primeǌene na
dvodimenzionu M-stabilnu raspodelu slue za uvid u strukturu
zavisnosti.
Neka je Y dvodimenzioni sluqajni vektor sa funkcijom raspodele
F i X ǌegova nezavisna kopija. Kendalovo τ definixe se sa
τ  covpsgnpX1  Y1q, sgnpX2  Y2qq
 P tpX1  Y1qpX2  Y2q ¡ 0u  P tpX1  Y1qpX2  Y2q   0u
i ono meri izvestan oblik zavisnosti poznat kao ,,saglasnost” (en.
concordance). Ono, ustvari, meri nelinearnu zavisnost.
Par dvodimenzionih opservacija je saglasan ukoliko su one
uporedive pri marginalnom ureeǌu u R2, tj. ako su, pri poreeǌu
16David George Kendall (1918-2007), britanski statistiqar i matematiqar
17Charles Spearman (1863-1945), britanski psiholog
45
vrednosti odgovarajuih koordinata, vrednosti obe koordinate jedne
opservacije vee od odgovarajuih vrednosti koordinata druge
opservacije. U suprotnom, par opservacija je nesaglasan. Prema tome,
τ je, ustvari, verovatnoa saglasnosti umaǌena za verovatnou
nesaglasnosti.
Ako su marginalne funkcije raspodele F1 i F2 funkcije raspodele
F neprekidne onda je kopula CF za F jednoznaqno odreena, a τ je dato
sa
τ  4EpCF pU1, U2qq  1,
gde je pU1, U2q : pF1pY1q, F2pY2qq i ovaj sluqajan vektor ima funkciju
raspodele CF .
Ako je G dvodimenziona funkcija raspodele ekstremnih vrednosti
kopula CG za G moe se zapisati u terminima Pikandsove funkcije
zavisnosti A kao









, za pu, vq P p0, 1q2.
Kendalovo τ moe se, za klasu dvodimenzionih kopula ekstremnih






















gde je A1ptq desni izvod funkcije A za t P r0, 1q, pri qemu vai
A1ptq P r1, 1s, a uzima se da je A1p1q  sup
0¤t¤1
A1ptq.
Spirmanovo ρS takoe meri saglasnost i definisano je kao
Pirsonov koeficijent korelacije malopre uvedenih sluqajnih
veliqina U1 i U2, tj.
ρS  CorrpU1, U2q  CorrpF1pY1q, F2pY2qq  12EpU1U2q  3.
U terminima Pikandsove funkcije zavisnosti A Spirmanovo ρS, za klasu
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Kendalovo τ i Spirmanovo ρS, za klasu dvodimenzionih kopula
ekstremnih vrednosti, zadovoǉavaju nejednakost




τ, 2τ  τ 2
*
.
Obe opisane mere zavisnosti, praktiqno, poqivaju samo na kopuli
za odgovarajuu dvodimenzionu funkciju raspodele, a ne i na ǌenim
marginalnim raspodelama. ǋihova prednost ogleda se u qiǌenici da
su invarijantne u odnosu na strogo rastue transformacije. Obe
uzimaju vrednosti u segmentu r1, 1s, pri qemu vrednosti 0 i 1
odgovaraju izuzetnim sluqajevima nezavisnosti i potpune zavisnosti
(tzv. komonotonosti), redom.
 Koeficijenti zavisnosti repova
Zavisnost repova je, generalno, mera jaqine zavisnosti u
zajedniqkom desnom ili levom repu vixedimenzione raspodele.
Ustvari, to je ekstremalna zavisnost. Koeficijenti koji mere ovaj tip
zavisnosti zadati su kao uslovne verovatnoe prekoraqeǌa kvantila.




P tU1 ¡ u|U2 ¡ uu  lim
uÑ1
P tU2 ¡ u|U1 ¡ uu
 lim
uÑ1
P tY1 ¡ FÐ1 puq, Y2 ¡ FÐ2 puqu
1 u ,
koristei ranije uvedene sluqajne veliqine U1 i U2, xto se u situaciji
kada su F1 i F2 neprekidne funkcije svodi na
λ  lim
uÑ1
1 2u  CF pu, uq
1 u , (1.59)






gde je F odgovarajua funkcija preivǉavaǌa.
Oqigledno je da λ uzima vrednosti u segmentu r0, 1s, pri qemu ako
λ P p0, 1s onda se kae da Y1 i Y2 pokazuju asimptotsku zavisnost desnih
repova/ekstremalnu zavisnost u desnom repu, a ako je, pak, λ  0 nema
zavisnosti desnih repova i one su asimptotski nezavisne (u desnom
repu). Nezavisnost Y1 i Y2 implicira λ  0, ali obrnuto ne vai. Na
asimptotsku nezavisnost trebalo bi gledati kao na najslabiji oblik
zavisnosti koji se moe izmeriti koeficijentom zavisnosti repova.
Analogno se moe definisati i koeficijent zavisnosti levih
repova, s tim xto je sa stanovixta primena ovde, za maksimume, ipak
znaqajniji koeficijent zavisnosti desnih repova (kao graniqna
verovatnoa da sluqajna veliqina Y1 uzima vrlo veliku vrednost, ako
Y2 uzima vrlo veliku vrednost). Oba koeficijenta invarijantna su u
odnosu na strogo rastue transformacije.
U radu Coles et al. (1999) formulisana je asimptotski ekvivalentna
verzija jednakosti (1.59)





Postoje brojni primeri kopula koje potpadaju pod sluqaj
asimptotske nezavisnosti levih i/ili desnih repova, ali kod kojih je
dozvoǉeno postojaǌe izvesne zavisnosti izmeu sluqajnih veliqina Y1
i Y2 u oblastima repova. Asimptotska nezavisnost ovih sluqajnih
veliqina ipak ne implicira nezavisnost repova. Mera kojom se
kvantifikuje ,,zavisnost unutar nezavisnosti repova” predloena je u




χpuq, gde je χpuq 

2 logp1 uq
logp1 2u  CF pu, uqq  1


, za u P p0, 1q,
ukoliko ovakva graniqna vrednost postoji.
Jednostavno se pokazuje da χ uzima vrednosti u segmentu r1, 1s; χ  1 u
sluqaju asimptotske zavisnosti desnih repova (λ ¡ 0) i tada upravo
vrednost λ ukazuje na jaqinu ekstremalne zavisnosti; χ  0 u sluqaju
asimptotske nezavisnosti sluqajnih veliqina Y1 i Y2; 1 ¤ χ   1 u
sluqaju asimptotske nezavisnosti desnih repova (λ  0) i tada je
vrednost χ primerenija kao mera ekstremalne zavisnosti; χ raste
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istovremeno sa jaqaǌem zavisnosti u oblasti repova.
Ukoliko je G dvodimenziona funkcija raspodele ekstremnih
vrednosti koeficijent zavisnosti desnih repova λ moe se zapisati











U kǌizi Joe (2014) pokazano je da ako dvodimenziona funkcija
raspodele F pripada oblasti privlaqeǌa za maksimume funkcije
raspodele ekstremnih vrednosti G i λ je ǌen koeficijent zavisnosti
desnih repova, onda je λ, takoe, i koeficijent zavisnosti desnih
repova za funkciju raspodele G.
Umesto da se originalne sluqajne veliqine Y1 i Y2 transformixu
tako da se dobije ravnomerna raspodela na r0, 1s, kao marginalna
raspodela, pogodno je da se izvrxi transformacija Zj : 1 logUj ,
j  1, 2, qime se stie do standardne Frexeove marginalne raspodele.
Ovo je strogo rastua transformacija, pa, zato, ne pogaa opisane
koeficijente zavisnosti. U radu Ledford and Tawn (1996) predloen je
trei koeficijent zavisnosti, pod pretpostavkom da je zajedniqka
funkcija preivǉavaǌa sluqajnih veliqina Z1 i Z2 pravilno
promenǉiva funkcija
P tZ1 ¡ z, Z2 ¡ zu  Lpzqz1{η, za z ¡ 0, (1.60)




Lptq  1, za @x ¡ 0. Autori η nazivaju
koeficijent zavisnosti repova, ali s obzirom na to da η nije isto xto
i λ, xto e u nastavku biti i pokazano, umesto tog termina bie
korixen termin indeks preostale zavisnosti, kako je predloeno u
kǌizi de Haan and Ferreira (2006).
Brzinu opadaǌa verovatnoe preivǉavaǌa (1.60) kontrolixe
prvenstveno vrednost η. Kako je
P tZ1 ¡ z, Z2 ¡ zu ¤ P tZ1 ¡ zu  P tZ2 ¡ zu  1 e1{z  1
z
, (1.61)
za velike vrednosti z, sledi da je η ¤ 1.
Veza izmeu standardnih Frexeovih marginalnih raspodela i
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kopule CF data je sa





pa se, koristei (1.61), dobija da ako Lpzqz11{η P tZ2 ¡ z|Z1 ¡ zu
konvergira, pri z Ñ 8, onda je, na osnovu (1.59), ta graniqna vrednost
jednaka λ.






 p log uq1{n,
za u P p0, 1q, pa se zameǌivaǌem desne strane ove jednakosti u izraz za
χpuq dobija da je χ  2η  1.
Graniqni sluqajevi perfektne negativne, odnosno pozitivne
zavisnosti, odgovaraju, redom, η Ñ 0, odnosno η  1 i, istovremeno,
Lpzq Ñ 1, pri z Ñ 8. Ako je η  1 i Lpzq Ñ c, pri z Ñ 8, za neko
c P p0, 1q, onda je χ  1 i komponente su asimptotski zavisne, u opisanom
smislu, sa stepenom zavisnosti λ  c. Ako je, pak, 0   η   1 ili ako je
η  0 i, istovremeno, Lpzq Ñ 0, pri z Ñ 8, onda je λ  0 i komponente su
asimptotski nezavisne sa stepenom (ne)zavisnosti χ  2η  1. Unutar
klase asimptotski nezavisnih sluqajeva mogu se prepoznati tri tipa




  η   1 ili η  1 i, istovremeno, Lpzq Ñ 0, pri z Ñ 8,
opservacije kod kojih i Z1 i Z2 prekoraquju visok nivo z realizuju se
uqestalije nego pri taqnoj nezavisnosti (tzv. pozitivna asociranost).
Drugo, kada je η  1
2
realizacije ekstremnih opservacija za Z1 i Z2 su
skoro nezavisne i, qak, taqno nezavisne u sluqaju Lpzq  1. Konaqno,
kada je 0   η   1
2
realizacije opservacija, takvih da i Z1 i Z2
prekoraquju visok nivo z, su maǌe uqestale nego pri taqnoj
nezavisnosti (tzv. negativna asociranost). Dakle, vrednost η opisuje
tip graniqne zavisnosti komponenti dvodimenzionog sluqajnog vektora
pZ1, Z2q, a L ǌenu relativnu jaqinu za odreenu vrednost η.
Koristei qiǌenicu P tZ1 ¡ z, Z2 ¡ zu  P tmintZ1, Z2u ¡ zu, η se jox
moe shvatiti i kao indeks repa raspodele jednodimenzione sluqajne
veliqine mintZ1, Z2u.
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1.6 Parametarske familije dvodimenzionih raspodela
ekstremnih vrednosti
Ve je objaxǌeno zaxto familija vixedimenzionih raspodela
ekstremnih vrednosti nema konaqnu parametrizaciju. U najkraem,
razlog lei u qiǌenici da je klasa struktura zavisnosti
beskonaqnodimenziona. Stoga se, praktiqno, konstruixu parametarske
potklase i to se moe qiniti na razliqite naqine: specifikovaǌem
spektralne mere H, parametarskim modeliraǌem stabilne funkcije
zavisnosti repova l, konstruisaǌem Pikandsove funkcije zavisnosti A
(u sluqaju kada je d  2). Ovako se dobija samo mali podskup kompletne
klase vixedimenzionih raspodela ekstremnih vrednosti, ali je, ipak,
paǉivim odabirom pristupa (tu se misli na izbor modela i naqina
konstrukcije) mogue obezbediti aproksimaciju ǌene znatno xire
potklase. U nastavku e biti navedene neke od brojnih parametarskih
familija dvodimenzionih raspodela ekstremnih vrednosti, koje se
navode u literaturi.
Koriste se uobiqajene oznake: G za dvodimenzionu M-stabilnu
funkciju raspodele; G za dvodimenzionu funkciju raspodele dobijenu
transformacijom (1.29); H za odgovarajuu spektralnu meru, pri
qemu su obe odabrane norme iste i konkretno je u pitaǌu L1-norma; l
za stabilnu funkciju zavisnosti repova; CG za kopulu za G. Ako je G
apsolutno neprekidna funkcija onda postoji spektralna gustina u
unutraxǌosti jediniqnog intervala i data je sa
hpwq   1
wp1 wq 
B2l
Bv1Bv2 p1 w,wq, za w P p0, 1q. (1.63)
Veliqine atoma mere H u taqkama p0, 1q i p1, 0q su









 Logistiqki model i varijacije
– Osnovna, simetriqna raspodela
To je jedan od najstarijih modela vixedimenzionih
ekstremnih vrednosti i uveo ga je Gumbel (1960). Zbog svoje
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jednostavnosti jox uvek je najpopularniji model. Tu je














, y1, y2 ¡ 0,
sa parametrom 0   α ¤ 1. Odgovarajua spektralna mera H nema
atome ni u jednoj od taqaka p0, 1q, p1, 0q, a spektralna gustina h na
intervalu p0, 1q data je formulom
hpwq  1 α
α
pwp1 wqq1{α2  p1 wq1{α   w1{α .
Odgovarajua kopula (en. Gumbel-Hougaard copula) je




p log u1q1{α   p log u2q1{α
	α	
, 0   u1, u2 ¤ 1,
i ona se koristi u analizi preivǉavaǌa.
Potklasa dvodimenzionih raspodela ekstremnih vrednosti
generisana logistiqkom familijom pokriva sve nivoe zavisnosti:
od nezavisnosti

















Dakle, prednost ovog modela je ǌegova fleksibilnost, a mana
simetrija strukture zavisnosti.
– Asimetriqna raspodela
Asimetriqno proxireǌe prethodnog modela predloio je
Tawn (1988) i tu je


















, y1, y2 ¡ 0,
sa parametrima 0   α ¤ 1 i 0 ¤ ψj ¤ 1, j  1, 2. Nezavisnost se
pojavǉuje qim je α  1 ili ψ1  0 ili ψ2  0, a ako je α   1
spektralna mera H je koncentrisana i u unutraxǌosti, a ima i
atome u temenima jediniqnog jednodimenzionog simpleksa (tj.
segmenta r0, 1s) i to za w P p0, 1q
hpwq  1 α
α
pψ1ψ2q1{αpwp1 wqq1{α2
 pψ1p1 wqq1{α   pψ2wq1{αα2 ,
Hptp0, 1quq  1 ψ2, Hptp1, 0quq  1 ψ1.
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Pri αÑ 0  dobija se nediferencijabilan model, kod koga je















, y1, y2 ¡ 0.
Odgovarajua spektralna mera koncentrisana je na tri taqke:
Hptp0, 1quq  1 ψ2, H
"
ψ1






 ψ1   ψ2,
Hptp1, 0quq  1 ψ1.
Ako je ovde ψ1  ψ2 dobija se dvodimenzioni model koji su otkrili
Marshall and Olkin (1967) u kontekstu analize preivǉavaǌa, a
Tiago de Oliveira (1971) prepoznao ga je kao strukturu zavisnosti
ekstremnih vrednosti i nazvao ga Gumbelov model. Pri tome,
birajui ψ1  1 ili ψ2  1 dobija se biekstremalna raspodela.
Potpuna zavisnost odgovara situaciji kada je ψ1  ψ2  1.
– Bilogistiqka raspodela
Ovaj model motivisan je spektralnom reprezentacijom (1.41),
pri qemu se kao spektralne funkcije koriste funkcije
f̃1ptq  1 α
tα
, f̃2ptq  1 βp1 tqβ , 0   t   1.
Predloen je u radu Joe et al. (1992), kada je korixen za oceǌivaǌe
verovatnih kombinacija nivoa sulfata i nitrata u kiseloj kixi.
Predstavǉa jedno od uopxteǌa logistiqkog modela, koje dopuxta
asimetriju strukture zavisnosti. Tu je












, y1, y2 ¡ 0, (1.65)
sa parametrima 0 ¤ α   1 i 0 ¤ β   1. Odgovarajua spektralna
mera H nema atome ni u jednoj od taqaka p0, 1q, p1, 0q, a spektralna
gustina h na intervalu p0, 1q data je formulom
hpwq  p1 αqp1 zqz
1α
p1 wqw2pp1 zqα   zβq ,
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gde je z  zpw;α, βq rexeǌe jednaqine




moe biti shvaena kao mera zavisnosti, a
vrednost α  β kao mera asimetrije.
Slika 2: Grafici Pikandsove funkcije zavisnosti za
(a)simetriqan logistiqki model (levo), odnosno
bilogistiqki model (desno), za razliqite vrednosti
parametara
– Negativna logistiqka i negativna bilogistiqka raspodela
Prvi model predloen je u radu Joe (1990) i on je po svojoj
strukturi vrlo sliqan logistiqkom modelu. U asimetriqnoj
formulaciji je


















, y1, y2 ¡ 0,
sa parametrima α   0 i 0 ¤ ψj ¤ 1, j  1, 2, pri qemu specijalan
sluqaj kada je ψ1  ψ2  1 daje simetriqnu raspodelu.
Odgovarajua kopula CG poznata je kao en. Galambos copula.
Na isti naqin kao xto je bilogistiqki model nastao kao
asimetriqno proxireǌe dvodimenzionog simetriqnog logistiqkog
modela, negativni bilogistiqki model predloen je u radu Coles
and Tawn (1994), kao proxireǌe dvodimenzionog simetriqnog
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negativnog logistiqkog modela. Funkcija raspodele G istog je
oblika kao u (1.65), samo xto su ovde parametri α i β negativni.
U istom radu ova raspodela smatrana je najpogodnijom za
oceǌivaǌe zavisnosti izmeu ekstrema uzburkanosti vode i
visine talasa, pri primeni na okeanografske podatke.
 Gausov model
Standardna normalna raspodela svakako je jedna od najpoznatijih i
najkorixenijih u primenama verovatnosne i statistiqke metodologije,
pa je sasvim prirodno oqekivati je i u ekstremalnom kontekstu. Tu je

























, y1, y2 ¡ 0,












. U radovima Smith (1991) i Coles
(1993) ova familija raspodela korixena je za modeliraǌe prostorne
razliqitosti i zavisnosti izmeu oluja, u funkciji rastojaǌa izmeu
lokacija na kojima se oluje dexavaju (lokacijama odgovaraju vrednosti
t1 i t2).
Umesto na tri parametra model se moe zasnovati na samo jednom
parametru λ : a
2
, koji uzima pozitivne vrednosti. Ovaj parametar
kontrolixe jaqinu zavisnosti, sa graniqnim, izuzetnim sluqajevima
















, y1, y2 ¡ 0,
pri qemu je fζpt; βq gustina raspodele Fon Mizesove18 normalne
raspodele na krunici (en. circular normal distribution) data sa
fζpt; βq  1
2πI0pζq exp pζ cospt βqq , za 0   t ¤ 2π,
18Richard Edler von Mises (1883-1953), austrougarski matematiqar
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exppx cos tqdt je modifikovana Beselova19 funkcija reda
nula. Parametri modela su 0 ¤ ζ i 0   θj ¤ 2π, j  1, 2.
Model je predloen u radu Coles and Walshaw (1994) i korixen za
opisivaǌe zavisnosti izmeu ekstrema brzine vetra u pravcima θ1 i θ2.
 Beta model
U radu Coles and Tawn (1991) predloen je Dirihleov20 model, tj.
kako se drugaqije naziva, familija beta raspodela ekstremnih
vrednosti. Tu je























, y1, y2 ¡ 0,




tα11p1  tqα21dt normalizovana
nepotpuna beta funkcija. Parametri modela su 0   αj, j  1, 2.
Odgovarajua spektralna mera H nema atome ni u jednoj od taqaka





2 Γpα1   α2   1q
Γpα1qΓpα2q 
wα11p1 wqα21
pα1w   α2p1 wqqα1 α2 1 .
Trebalo bi napomenuti da se u konstrukciji ovog modela krenulo
od gustine dvoparametarske beta Bpα1, α2q raspodele (ona se qesto
koristi za modeliraǌe hidroloxkih opservacija), a zatim je pokazano
kako se ona, a generalno i proizvoǉna nenegativna funkcija h na
intervalu p0, 1q, moe modifikovati tako da se dobije funkcija koja je
spektralna gustina apsolutno neprekidne spektralne mere H. Dakle,
zapravo se konstruixe izraz za H modeliraǌem funkcije h, koja e








19Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846), pruski matematiqar
20Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), nemaqki matematiqar
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Slika 3: Grafici Pikandsove funkcije zavisnosti za
Gausov model (levo), odnosno Dirihleov model (desno), za
razliqite vrednosti parametara
 Polinomijalni model
Ovaj model predloen je u radu Klüppelberg and May (1998) i nastao
je konstrukcijom Pikandsove funkcije zavisnosti A. Naime, neka je, za
m P N i 0 ¤ t ¤ 1



























jpj  1qajtj2, za @t P p0, 1q.
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Tu je






















, y1, y2 ¡ 0,
sa ukupno pm  2q parametara. Odgovarajua spektralna mera H moe
se onda lako izraqunati korixeǌem
Hpr0, wsq 
$&%1  A1pwq, za w P r0, 1q2, za w  1 ,
a veliqine atoma mere H u taqkama p0, 1q i p1, 0q su
Hptp0, 1quq  1  A1p0q i Hptp1, 0quq  1 A1p1q.
Prema tome, Hptp0, 1quq  1 
m̧
j2
aj i Hptp1, 0quq  1 
m̧
j2
pj  1qaj, a
spektralna gustina h na intervalu p0, 1q data je formulom
hpwq  A2pwq.
Kako je funkcija A zapravo polinom potpuna zavisnost se moe
postii kada m Ñ 8. U linearnom sluqaju, m  1, mora biti A  1,
xto odgovara nezavisnosti.
Za potrebe statistiqkog zakǉuqivaǌa najvaniji su tzv.
kvadratni i kubni sluqajevi, koji odgovaraju, redom, mexovitom i
asimetriqnom mexovitom modelu.
Ako je m  2 mora vaiti a1  θ  a2 P r0, 1s xto dovodi do
(simetriqnog) mexovitog modela kod koga je Apwq  1  θw   θw2,
0 ¤ w ¤ 1 (Gumbel and Mustafi (1967)).
Ako je m  3 mora vaiti 0 ¤ θ1, 0 ¤ θ1   3θ2, θ1   2θ2 ¤ 1, gde je
θj : aj 1, j  1, 2, xto dovodi do asimetriqnog mexovitog modela kod
koga je Apwq  1 pθ1   θ2qw   θ1w2   θ2w3, 0 ¤ w ¤ 1 (Tawn (1988)).
1.7 Uopxteǌa
Zadravajui pretpostavku o nezavisnosti i jednakoj
raspodeǉenosti d-dimenzionih sluqajnih vektora Xn, n P N, qije je
ekstremalno ponaxaǌe od interesa, umesto prouqavaǌa pokomponentnog
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maksimuma u literaturi su razmatrane i druge veliqine koje su u vezi
sa ǌihovim ekstremima. Tu se, u prvom redu, misli na prekoraqeǌa
visokog vixedimenzionog nivoa. Dogaaj oblika tX1 ¦ bnu naziva se
prekoraqeǌe (d-dimenzionog) nivoa bn. On podrazumeva da postoji bar
jedna koordinatna sluqajna veliqina X1, j koja prekoraquje ǌoj
pripadni nivo b1, j, iako ǌen redni broj u vektoru ostaje neodreen.
Zadatak je odreivaǌe asimptotske raspodele, pri nÑ 8, tzv. vektora




uslovu X1 ¦ bn. Ovo se, zatim, moe povezati sa problemom oblasti
privlaqeǌa (1.55). Za vixe detaǉa pogledati npr. Smith (1994), Tajvidi
(1996), Kaufmann and Reiss (1995).
Vixedimenzione statistike poretka vixeg reda (pored
maksimuma) prouqavane su u radu Cheng et al. (1997). One se, takoe,
definixu pokomponentno i to na sledei naqin. Neka je, za
j  1, 2, . . . d,
Xp1q, j ¤ Xp2q, j ¤    ¤ Xpnq, j
rastui niz statistika poretka koje odgovaraju opservacijama
X1, j, X2, j, . . . , Xn, j. Neka je za svako j  1, 2, . . . d, pkn, jqnPN niz prirodnih
brojeva, takav da kn, j Ñ 8 i kn, j
n
Ñ 0, pri n Ñ 8, pri qemu je brzina
rasta kn, j ista za svako j. Zadatak je odreivaǌe asimptotske
raspodele, pri nÑ 8, niza Xpknq, n :
 
Xpkn, 1q, n, Xpkn, 2q, n, . . . , Xpkn, dq, n

.
Mogu se prouqavati i rekordi u vixedimenzionom sluqaju. Ukoliko
je uspostavǉeno marginalno ureeǌe u Rd Xn je rekord u nizu
X1,X2, . . . ,Xn ako Xn ¡
n1ª
j1
Xj. Asimptotskom raspodelom niza ovako
definisanih rekorda bavili su se u svom radu Goldie and Resnick (1995).
Koncept koji je prirodno vixedimenzionog karaktera jeste
koncept ,,pratilaca” (en. concomitants) – pridruenih ili indukovanih
statistika poretka. Primera radi, ako je pXi, 1, Xi, 2q, i  1, 2, . . . , n,
uzorak, obima n, dvodimenzionih sluqajnih vektora neka je
Xp1q, 1 ¤ Xp2q, 1 ¤    ¤ Xpnq, j rastui niz statistika poretka prve
koordinate vektora. Onda se vrednost druge koordinate u paru qija je
prva koordinata Xpjq, 1 naziva pratilac te statistike poretka i
oznaqava sa Xrjs, 2. Raspodelu pratilaca ekstremnih statistika poretka
prouqavali su npr. David (1994) i Nagaraja and David (1994).
Izostavǉaǌe bar jedne od pretpostavki koje se tiqu nezavisnosti
i jednake raspodeǉenosti d-dimenzionih sluqajnih vektora dovodi do
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razliqitih generalizacija. Prva mogunost jeste da se izostavi
pretpostavka o stacionarnosti, tj. jednakoj raspodeǉenosti. U radu
Hüsler (1989b) data je karakterizacija klase graniqnih raspodela
standardizovanog (pokomponentnog) maksimuma, u nizu nezavisnih
sluqajnih vektora koji nisu i jednako raspodeǉeni, kao i rezultati u
pogledu nekih svojstava odgovarajuih struktura zavisnosti. Za
dodatna uopxteǌa pogledati npr. i Hüsler (1989a). Druga mogunost je
da se izostavi pretpostavka o nezavisnosti. Najpoznatiji radovi na
ovu temu su Hsing (1989) i Hüsler (1990).
U treem poglavǉu ove disertacije bie prikazani novi
rezultati u vezi sa graniqnom raspodelom, pri nÑ 8, dvodimenzionog
pokomponentnog maksimuma prvih n qlanova niza sluqajnih vektora
ppXn, cnXnqq, standardizovanog odgovarajuim normirajuim vektorima,
pri qemu je pXnq ravnomerni autoregresioni proces prvog reda, a pcnq
specifiqan nesluqajan 0 1 niz. Zbog osobina samog procesa pXnq, koji





Jedna od statistiqkih disciplina sa najdinamiqnijim razvojem u
posledǌih nekoliko decenija je analiza vremenskih serija. ǋen
intenzivan razvoj usledio je, izmeu ostalog, i zbog prisutne
interakcije sa drugim nauqnim poǉima i potrebe za razliqitim
praktiqnim primenama. Primeri vremenskih serija mogu se nai u
raznim oblastima ivota: u finansijama i ekonomiji (npr. promena
cena akcija na berzi na dnevnom nivou, dnevne fluktuacije deviznog
kursa, meseqno kretaǌe industrijske proizvodǌe i cena, godixǌa
vrednost druxtvenog proizvoda), u medicini i zdravstvenoj zaxtiti
(npr. u epidemiologiji – broj obolelih od gripa u odreenoj oblasti
na nedeǉnom nivou), u demografiji (npr. godixǌa stopa prirodnog
priraxtaja), u ineǌerstvu (npr. oqitavaǌa temperature u hemijskom
pilot-postrojeǌu u jednominutnim intervalima), u meteorologiji,
hidrologiji, geofizici, klimatologiji i prouqavaǌu zagaenosti
vazduha.
Vano je napomenuti da e se, u nastavku, pod pojmom vremenska
serija podrazumevati jedna realizacija sluqajnog procesa sa
diskretnim vremenom, tj. sluqajnog niza, koji se, onda, naziva model
vremenske serije.
Neka je X  pXtqtPT (uobiqajeno je da se za oblast T definisanosti
procesa uzima skup celih ili prirodnih brojeva) sluqajan niz i neka
je pFtqtPT ǌegova prirodna filtracija, tj.
Ft  σ ptXs : s ¤ tuq 
 
X1s pAq : s ¤ t, A P B
(
,
gde je B Borelova σ-algebra podskupova skupa R. Znaqajna klasa
modela vremenskih serija dobija se modeliraǌem uslovnog
matematiqkog oqekivaǌa Et1Xt : EpXt|Ft1q sluqajne veliqine Xt, pri
uslovu da je poznata proxlost vremenske serije do trenutka t. Radi
jednostavnosti, qesto se pretpostavǉa da je Et1Xt odreena linearna
funkcija, tj. da sluqajne veliqine Et1Xt qine linearan sluqajan
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proces. U posledǌe dve decenije sve se vixe paǌe posveuje i
nelinearnim modelima o qemu detaǉnije nee biti govora.
Definisaǌe linearnog modela vrxi se pomou sluqajnog niza pξtq
za koji se, u opxtem sluqaju, pretpostavǉa da je niz nekoreliranih
sluqajnih veliqina sa matematiqkim oqekivaǌem jednakim nuli i
konstantnom disperzijom jednakom σ2. Ovakav sluqajan niz naziva se
beli xum (en. white noise process) ili potpuno sluqajan proces (moe se,
takoe, koristiti i termin: inovacioni niz). Postoje tri osnovne
grupe linearnih modela, koje imaju konaqan broj parametara, i to su:
– autoregresioni proces reda p
ako je
Et1Xt  α1Xt1   α2Xt2        αpXtp   c (2.1)
onda je X ARppq model, p ¥ 1
– proces pokretnih sredina reda q
ako je Et1Xt  β1ξt1  β2ξt2       βqξtq   c onda je X MApqq model,
q ¥ 1
– (mexoviti) autoregresioni proces pokretnih sredina
on predstavǉa kobinaciju ARppq i MApqq procesa;
ako je Et1Xt  α1Xt1 α2Xt2    αpXtp β1ξt1 β2ξt2    βqξtq c
onda je X ARMApp, qq model, p, q ¥ 1
pri qemu je c P R konstanta, a α1, α2, . . . , αp, β1, β2, . . . , βq P R su nepoznati
parametri modela.
Opxte forme linearnih modela stacionarnih vremenskih serija date su
sa:
 ARppq, p ¥ 1
Xt  α1Xt1   α2Xt2        αpXtp   ξt   c (2.2)
 MApqq, q ¥ 1
Xt  ξt   β1ξt1   β2ξt2        βqξtq   c (2.3)
 ARMApp, qq, p, q ¥ 1
Xt  α1Xt1 α2Xt2    αpXtp ξt β1ξt1 β2ξt2    βqξtq c. (2.4)
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Pri tome, jasno je da je drugi naqin zadavaǌa procesa X restriktivniji
nego prvi – modeliraǌem uslovnog matematiqkog oqekivaǌa, u smislu
da se dobija ua klasa modela. Postoje mnogi modeli, od kojih e neki
kasnije biti i navedeni, kod kojih je uslovno matematiqko oqekivaǌe
zadato linearnim izrazom ali se oni sami ne mogu napisati u ovakvoj
opxtoj formi za Xt.
Pretpostavǉa se da vai
E pξt s|Ftq 
$&%ξt s, ako je s ¤ 00, ako je s ¡ 0 .
Funkcija sredǌe vrednosti mX sluqajnog niza X  pXtq je funkcija
mXptq  EXt, za t P T.
U situaciji kada dati sluqajan niz pXtq ima konaqne momente drugog
reda (tj. pripada klasi L2pΩ,A, P q kvadratno-integrabilnih sluqajnih
procesa) mogu se definisati i
 funkcija disperzije: DXptq  DXt  E pX2t q  pEXtq2, za t P T
 (auto)kovarijaciona funkcija:
KXpt, sq  covpXt, Xsq  EpXtXsq mXptqmXpsq, za t, s P T
 (auto)korelaciona funkcija:
ρXpt, sq  CorrpXt, Xsq  KXpt, sq?
DXtDXs
, za t, s P T.
S obzirom na to da je, prilikom prouqavaǌa realnih pojava,
obiqno na raspolagaǌu samo po jedna realizacija svake sluqajne
veliqine Xt, t P T , vremenska heterogenost je osobina sluqajnog niza
pXtq koja stvara nepremostive texkoe pri modeliraǌu i
prognoziraǌu pojava od interesa. Zbog toga se razmatraǌe moe (a to
se qesto i radi) ograniqiti na one modele koji ispoǉavaju odreenu
pravilnost, tokom vremena, u ponaxaǌu vremenske serije. U te svrhe
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uvodi se koncept stacionarnosti. O svojstvu stroge stacionarnosti
sluqajnog niza ve je bilo govora u Pododeǉku 1.1.2 i ono je
znaqajnije sa stanovixta teorije verovatnoa, a mnogo maǌe je od
koristi u primenama jer je prestrogo i texko se moe ustanoviti u
vremenskoj seriji (suxtinski je bazirano na nepoznatoj raspodeli
verovatnoa). Umesto da se uslovi nameu na konaqnodimenzione
raspodele uvodi se tip stacionarnosti za koji bi se moglo rei da
vixe slui u operativne svrhe, a kod koga se uslovi izraavaju u
terminima momenata prvog i drugog reda. Tako se stie i do svojstva
slabe stacionarnosti L2-sluqajnog niza pXtq, koje se definixe sa
– funkcija sredǌe vrednosti mX je konstantna i ne zavisi od
vrednosti argumenta t P T , mXptq  m  const, za svako t P T , tj.
invarijantna je u odnosu na translaciju vremena
– autokovarijaciona funkcija KXpt, sq zavisi od vremenskih
trenutaka t i s jedino preko ǌihove razlike |t s|, tj.
KXpt, t  kq  const, za dato k P Z, fiksirano i takvo da t  k P T , i
t P T .
Kako autokovarijaciona funkcija KXpt, sq, a samim tim i
autokorelaciona funkcija ρXpt, sq, slabo stacionarnog sluqajnog niza
X  pXtq ne zavise od pojedinaqnih vrednosti svojih argumenata t i s
ve samo od duine |t s| odgovarajueg vremenskog intervala, moe se
pojednostaviti notacija tako xto se pomenute funkcije zapixu kao
funkcije po jednog argumenta – pomenutog vremenskog razmaka (en. time
lag) |t s|. Dakle, ovde KX : N0 ÝÑ rDX1, DX1s i ρX : N0 ÝÑ r1, 1s, pri
qemu se vrednosti KXpjq i ρXpjq nazivaju, redom, autokovarijacija i
autokorelacija j-tog reda, j P N0.
Jasno je da je strogo stacionaran sluqajan niz sa konaqnim
momentima drugog reda, takoe, i slabo stacionaran. Obrnuta
implikacija, u opxtem sluqaju – bez vaeǌa dodatnih uslova, nije
taqna.
U pogledu vaeǌa svojstva slabe stacionarnosti za ranije uvedene
linearne modele sa konaqnim brojem parametara mogu se doneti sledei
zakǉuqci:
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 ARppq model, opisan jednaqinom (2.2), je slabo stacionaran ukoliko
svi koreni tzv. karakteristiqne jednaqine
1 α1z  α2z2      αpzp  0
lee izvan jediniqnog kruga, tj. ako su vrednosti svih parametara
α1, α2, . . . , αp po apsolutnoj vrednosti strogo maǌe od jedinice
 MApqq model, opisan jednaqinom (2.3), je uvek slabo stacionaran
 ARMApp, qq model dat u opxtoj formi (2.4) – ǌegova slaba
stacionarnost u potpunosti zavisi od vrednosti autoregresionih
parametara (α1, α2, . . . , αp), a ne i od parametara pokretnih
sredina (β1, β2, . . . , βq), tj. on je slabo stacionaran ako ǌegova AR
komponenta ispuǌava uslov slabe stacionarnosti.
U nastavku e biti vixe reqi o linearnom autoregresionom
procesu prvog reda. On zasluuje dunu paǌu s obzirom na to da je
jedan od najosnovnijih sluqajnih procesa koji se koristi kao
jednostavan model mnogih vremenskih serija (posebno u finansijama i
ekonomiji), ali ima i veoma znaqajnu ulogu ,,gradivnog bloka” za
kompleksnije modele neophodne u primenama. Ukratko, ARp1q struktura
je jednostavna, korisna i objaxǌiva u raznim kontekstima.
Smatrae se da je, po definiciji, X  pXtqtPT ARp1q proces sa
inovacionim nizom pξtq i (autoregresionim) parametrom α ako je
Xt  αXt1   ξt, za @t P T, (2.5)
pri qemu je pξtq niz nezavisnih, jednako raspodeǉenih sluqajnih
veliqina, takvih da je sluqajna veliqina ξt nezavisna ne samo od
sluqajne veliqine Xt1 nego i od celokupne proxlosti procesa X do
trenutka t.
Ovaj proces je slabo stacionaran ukoliko vai |α|   1 i tada su
ǌegove funkcije sredǌe vrednosti i disperzije jednake, redom,
m : mptq  µ
1 α, i Dptq 
σ2
1 α2 , za @t P T,
gde je µ : Eξ1, σ2 : Dξ1.
Za autokovarijacionu funkciju vai formula Kpjq  α
jσ2
1 α2 , a za
autokorelacionu funkciju ρpjq  αj, j P N0. Pri istoj pretpostavci
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(|α|   1) proces X je ergodiqan u sredǌe-kvadratnom smislu (kratko






s.k.Ñ m, pri nÑ 8.
L2-ergodiqnost u odnosu na matematiqko oqekivaǌe je znaqajna osobina
slabo stacionarnog sluqajnog niza, jer omoguava da se na osnovu
jedne ǌegove (dovoǉno duge) realizacije doe do zakǉuqka o
numeriqkoj karakteristici niza – momentu prvog reda. Preciznije,
ona omoguava priblino odreivaǌe teorijskog matematiqkog
oqekivaǌa datog niza koristei vremensku sredinu ǌegove dovoǉno
duge realizacije. Dovoǉan uslov za L2-ergodiqnost u odnosu na




|Kpjq|    8, xto je kod ARp1q procesa sa |α|   1
svakako ispuǌeno. Odatle sledi da za ovaj proces vai zakon velikih
brojeva. Za vixe detaǉa pogledati npr. kǌigu Hamilton (1994).
Iz formule (2.5), kojom se definixe linearni autoregresioni
proces prvog reda, jasno je da on poseduje markovsko svojstvo, tj.
budunost vremenske serije zavisi od ǌene proxlosti samo kroz
sadaxǌost.
Jedan od najvixe prouqavanih modela u klasiqnoj literaturi za
analizu vremenskih serija je stacionaran Gausov ARp1q proces. Niz pξtq
u jednakosti (2.5) je strogi Gausov beli xum, tj. inovacioni niz je niz
nezavisnih, jednako raspodeǉenih sluqajnih veliqina sa normalnom
N pµ, σ2q raspodelom. Na ekvivalentan naqin definixe se zahtevom da
uslovna sluqajna veliqina Xt, pri uslovu Xt1  x, ima N pαx   µ, σ2q









. Kako su inovacije ξt normalno raspodeǉene,
i sluqajne veliqine u nizu pXtq imaju normalne marginalne raspodele,








. Kod realnih Gausovih procesa pojmovi
stroge i slabe stacionarnosti su ekvivalentni, te je to sluqaj i kod
Gausovog ARp1q procesa. Naime, zajedniqka gustina vixedimenzione
normalne raspodele parametrizovana je vektorom matematiqkih
oqekivaǌa i kovarijacionom matricom odgovarajueg sluqajnog
vektora qija je to gustina, pa, stoga, slaba stacionarnost Gausovog
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procesa oqigledno implicira strogu stacionarnost. Zanimǉivo je jox
pomenuti da je klasa AR procesa, kao i ǌeno proxireǌe – klasa
ARMA procesa, gusta u klasi Gausovih linearnih procesa.
Na sledeem grafiku prikazane su tri realizacije Gausovog ARp1q
procesa, za razliqite vrednosti α u (2.5), koje pokazuju uticaj promene
autoregresionog parametra na izgled vremenske serije pXtq.
Slika 4: Trajektorija strogog Gausovog belog xuma
(α  0)
Slika 5: Trajektorija Gausovog linearnog ARp1q modela
sa α  0.6 (levo), odnosno α  0.9 (desno)
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2.1 Autoregresioni procesi prvog reda sa
marginalnom raspodelom koja nije Gausova
Potreba za konstruisaǌem i prouqavaǌem linearnih
autoregresionih modela prvog reda koji nisu Gausovi pojavila se
sasvim prirodno s obzirom na to da su opservacije koje oqigledno ne
potiqu iz normalne raspodele veoma uobiqajene u razliqitim
oblastima ivota i nauke. Tu se, pre svega, misli na nizove brojaqkih
vrednosti (npr. u sistemima masovnog opsluivaǌa), procentualnih
vrednosti (npr. u meteorologiji – vlanost vazduha), binarnih
vrednosti (npr. u makroekonomiji; telekomunikacijama) odnosno na
nizove qisto nenegativnih opservacija i/ili opservacija ,,sa texkim
repom” (misli se na opservacije koje potiqu iz marginalnih raspodela
sa visokim koeficijentom spǉoxtenosti, odnosno texkim repom u
smislu Napomene 1.2). Dakle, postoji snana motivacija za razvoj
ovakvih modela. O tome govori qiǌenica da se u literaturi moe
naii na vixe desetina razliqitih modela sa linearnom ARp1q
strukturom, koji se predlau kao ne-Gausovi analogoni Gausovog
ARp1q modela. Najstariji od ǌih datiraju iz osamdesetih godina
proxlog veka. Detaǉna klasifikacija (do tada) poznatih modela, ǌih
oko 30, i neki teorijski rezultati, uz razmatraǌe primena modela na
analizu podataka i relevantne reference dati su u preglednom radu
Grunwald et al. (1997).
Ovde je pravo mesto da se pomenu neki od modela sa linearnom
autoregresionom strukturom, hronoloxki kako su ustanovǉeni:
 modeli sa apsolutno neprekidnim marginalnim raspodelama,
definisani kao u (2.5):
– EARp1q – model sa eksponencijalnom marginalnom raspodelom
(Gaver and Lewis (1980))
– GARp1q – model sa gama marginalnom raspodelom (Lawrance
(1982))
– LARp1q – model sa Laplasovom21 marginalnom raspodelom
(Anděl (1983))
 modeli sa diskretnim marginalnim raspodelama koje uzimaju
vrednosti u skupu N0
21Pierre-Simon, marquis de Laplace (1749-1827), francuski matematiqar
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modeli u nastavku nisu linearni u smislu vaeǌa (2.5), ve
pripadaju xiroj klasi uslovnih linearnih autoregresionih
procesa prvog reda, tj. CLARp1q klasi procesa, koji se definixu
rekurentnom vezom oblika (2.1):
– INARp1q – klasa modela (McKenzie (1985), Al-Osh and Alzaid
(1987)) koja obuhvata:
PINARp1q – model sa Puasonovom marginalnom raspodelom
GINARp1q – model sa geometrijskom marginalnom raspodelom
NBINARp1q – model sa negativnom binomnom marginalnom
raspodelom.
U narednom odeǉku vixe paǌe bie posveeno linearnim ARp1q
procesima sa ravnomernom marginalnom raspodelom, s obzirom da su
dobijeni novi, zanimǉivi rezultati u pogledu asimptotskog
zajedniqkog ponaxaǌa maksimuma kompletnih i nekompletnih uzoraka
iz ovih procesa, xto e biti prikazano u treem poglavǉu ove
disertacije.
2.2 Definicija i osobine ravnomernog ARp1q procesa
Prvi linearni autoregresioni model prvog reda sa neprekidnom
ravnomernom marginalnom raspodelom (kratko ravnomerni ARp1q model)
konstruisan je u Chernick (1978), Chernick (1981).
Definicija 2.1. Pozitivno koreliran ravnomerni ARp1q proces pXnqnPN
sa parametrom r definixe se rekurentnom formulom
Xn  1
r
Xn1   ξn, n ¥ 2, (2.6)
pri qemu je r prirodan broj, takav da je r ¥ 2, X1 P Ur0, 1s, pξnqn¥2 je
niz nezavisnih, jednako raspodeǉenih sluqajnih veliqina sa diskretnom




: j  0, 1, . . . , r  1
*
, a ξm i Xm1 su
nezavisne sluqajne veliqine za @m ¥ 2.
Ovako definisan sluqajan proces primer je vremenske serije sa
texkim repom. Ovde se pojam ,,texkog repa” pojavǉuje u znaqeǌu koje
mu je dao O’Brien, a to je da je verovatnoa realizacije opservacije koja
ima (izuzetno) veliku vrednost (u odnosu na granice nosaqa raspodele
iz koje potiqe) relativno velika, tj. nije zanemarǉiva.
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Drugi linearni ARp1q model, takoe sa ravnomernom marginalnom
raspodelom, konstruisan je u radu Chernick and Davis (1982).
Definicija 2.2. Negativno koreliran ravnomerni ARp1q proces pXnqnPN
sa parametrom r definixe se rekurentnom formulom
Xn  1
r
Xn1   ξn, n ¥ 2, (2.7)
pri qemu je r prirodan broj, takav da je r ¥ 2, X1 P Ur0, 1s, pξnqn¥2 je
niz nezavisnih, jednako raspodeǉenih sluqajnih veliqina sa diskretnom




: j  1, 2, . . . , r
*
, a ξm i Xm1 su
nezavisne sluqajne veliqine za @m ¥ 2.
Ovim definicijama uvedena su dva tipa ravnomernih ARp1q
procesa – procesi sa pozitivnom, odnosno negativnom autokorelacijom





Slika 6: Trajektorija ravnomernog ARp1q procesa sa
pozitivnom autokorelacijom prvog reda ρp1q  0.5 (levo),
odnosno negativnom autokorelacijom prvog reda
ρp1q  0.5 (desno)
Znaqajna verovatnosna svojstva ova dva procesa dokazana su
pomenutim radovima. Dakle, ako je pXnq ravnomerni ARp1q proces sa
pozitivnom, odnosno negativnom, autokorelacijom prvog reda tada
vai:
 pXnq je strogo stacionaran sluqajan niz
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 marginalna raspodela je ravnomerna raspodela na jediniqnom
intervalu (otuda potiqe i naziv procesa), tj. Xn P Ur0, 1s, za svako
n P N
 niz pXnq zadovoǉava uslov Dpunq iz Definicije 1.3, pri qemu je u
nejednakosti (1.14) αn, l  |ρp1q|
l
1 |ρp1q| , za n P N, ρp1q autokorelacija
prvog reda i un  1 x
n
, za x ¡ 0
 za niz pXnq ne vai uslov D1punq iz Definicije 1.4, pri qemu je u
(1.15) un  1 x
n
, za x ¡ 0.
Posledǌe svojstvo ima vrlo interesantne posledice u pogledu
ekstremalnog ponaxaǌa ovih procesa.
Neka je Mn sluqajna veliqina koja predstavǉa maksimum prvih n




Prvo e biti razmatran sluqaj kada je pXnq pozitivno koreliran
ravnomerni ARp1q proces sa parametrom r, definisan rekurzivnom vezom
(2.6).
Iz klasiqne jednodimenzione teorije ekstremnih vrednosti
poznato je da ravnomerna raspodela na segmentu r0, 1s pripada oblasti
privlaqeǌa za maksimume Vejbulove G2, 1 raspodele, tj. ako je pXnq










Ñ ex, pri nÑ 8, za @x ¤ 0. (2.8)
Da niz pXnq zadovoǉava uslov D1punq, to bi, uz ve konstatovano
vaeǌe uslova Dpunq, impliciralo da linearno normiran maksimum
Mn, standardizovan istim normirajuim konstantama kao u (2.8),
takoe, ima G2, 1 raspodelu. Meutim, u procesu pXnq postoji teǌa da
se velike vrednosti procesa gomilaju, tj. pojavǉuju u klasterima
uoqiti: ako je ξn  r  1
r




Xn 1 ¡ Xn i, stoga, koliko god veliko, tj. blisko jedinici, Xn bilo
postoji fiksirana verovatnoa jednaka
1
r




da e Xn 2 biti jox vee itd


, usled qega, kao xto
je ranije reqeno, ne vai uslov D
1punq. Asimptotska raspodela Mn, pri
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n Ñ 8, sadrana je u sledeoj teoremi koja je rezultat u Chernick
(1978), Chernick (1981).




Mn ¤ 1 x
n
)









Ñ e r1r y, pri nÑ 8, za @y ¤ 0. (2.10)
Graniqna vrednost u (2.10) ukazuje na to da je ekstremalni indeks
θ niza pXnq jednak r  1
r
.
U nastavku e biti razmatran sluqaj kada je pXnq negativno
koreliran ravnomerni ARp1q proces sa parametrom r, definisan
rekurzivnom vezom (2.7). Asimptotska raspodela maksimuma Mn, pri
n Ñ 8, sadrana je u sledeoj teoremi, koja je jedan od rezultata u
Chernick and Davis (1982).










x, pri nÑ 8, za @x ¥ 0. (2.11)
Dakle, iz prethodno navedene teoreme, moe se zakǉuqiti da se
maksimum ovakvog niza i maksimum iz pozitivno koreliranog
ravnomernog ARp1q procesa sa parametrom r2 asimptotski isto




U radu Chernick et al. (1991) definixu se lokalni uslovi slabe
zavisnosti, u oznaci Dpkqpunq, za strogo stacionarne sluqajne nizove
koji zadovoǉavaju uslov Dpunq. Pri novouvedenim uslovima mogue je
odrediti asimptotsku raspodelu uzoraqkog maksimuma samo na osnovu
poznavaǌa zajedniqke raspodele k uzastopnih qlanova niza.
Hijerarhija sve slabijih lokalnih uslova slabe zavisnosti uvodi se
na sledei naqin. Neka je pXnq strogo stacionaran sluqajan niz za
koji vai uslov Dpunq. Za ovaj niz ispuǌen je uslov Dpkqpunq, k P N, ako
postoje nizovi prirodnih brojeva psnq i plnq, takvi da sn Ñ 8,




nP tX1 ¡ un ¥M2, k,Mk 1, rn ¡ unu Ñ 0, pri nÑ 8, (2.12)
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gde je Mi, j : 8 za i ¡ j, Mi, j : max
1¤t¤j










P tX1 ¡ un ¥M2, k, Xj ¡ unu Ñ 0, pri nÑ 8, (2.13)
a posledǌi uslov, sadran u (2.13), npr. za k  1 nije nixta drugo do
uslov D
1punq.
U istom radu dokazano je da ukoliko vae uslovi Dpunq i Dpkqpunq
za neko k P N i un  unpxq, za @x ¡ 0, n P N, onda postoji ekstremalni
indeks za dati sluqajan niz pXnq i jednak je θ ako i samo ako
P tM2, k ¤ un|X1 ¡ unu Ñ θ, pri nÑ 8, za @x ¡ 0.
Takoe je pokazano da za pozitivno koreliran ravnomerni ARp1q
proces vai uslov Dp2qpunq (klastere prekoraqeǌa formiraju grupe
uzastopnih opservacija), dok za negativno koreliran ravnomerni ARp1q
proces ovaj uslov nije zadovoǉen ve vai uslov Dp3qpunq
(karakteristiqan je qisto oscilirajui obrazac unutar klastera),
xto je interesantno s obzirom na to da oba procesa imaju iste
marginalne raspodele. U obe situacije je un  1  x
n
, sn  rn3{4s,
ln  rn1{8s, αn, ln 
pρp1qqln
1 ρp1q .
U radu Davis (1979) razmatran je problem slabe konvergencije,
odnosno odreivaǌa zajedniqke graniqne raspodele, pri n Ñ 8,
sluqajnog vektora qije su komponente maksimum i minimum prvih n
qlanova strogo stacionarnog sluqajnog niza, pri uslovima slabe
zavisnosti koji su po svojoj prirodi vrlo sliqni uslovima Dpunq i
D
1punq. Dobro je poznato da ako je niz pXnq niz nezavisnih, jednako
raspodeǉenih sluqajnih veliqina onda su sluqajne veliqine Mn i mn
zavisne, za @n P N fiksirano, a asimptotski su nezavisne, pri n Ñ 8,
nakon linearnog normiraǌa. Kod stacionarnih, pomexanih sluqajnih
nizova ovaj klasiqan rezultat ne mora vaiti, tj. moe se pojaviti
asimptotska zavisnost pomenutih sluqajnih veliqina. U Davis (1979)
dati su dovoǉni uslovi: jedan je tzv. uslov asimptotske nezavisnosti
a drugi je uslov D
1pun, vnq – on predstavǉa lokalni uslov zavisnosti
koji implicira nemogunost grupisaǌa visokih vrednosti (vixih od
nivoa un) odnosno niskih vrednosti (niih od nivoa vn), pri kojima se
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maksimum i minimum zajedniqki i pojedinaqno, tj. marginalno,
asimptotski ponaxaju kao da potiqu iz prateeg niza za pXnq. Dakle,
izmeu ostalog, formulisani su i dovoǉni uslovi pri kojima su
maksimum i minimum asimptotski nezavisni.
Izvesno poboǉxaǌe rezultata koji se odnosi na pomenutu
asimptotsku nezavisnost, u smislu da je oslabǉen jedan od uslova,
dato je u radu Davis (1982). Tu je pokazano da ukoliko:
 za niz pXnq vai sledei uslov slabe zavisnosti:
za svaki prirodan broj n i svaki izbor indeksa
1 ¤ i1   i2        ip   j1   j2        jq ¤ n











































*  ¤ αn, l,
(2.14)
gde je A1  ti1, i2, . . . , ipu, A2  tj1, j2, . . . , jqu, i αn, ln Ñ 0, pri n Ñ 8,
za neki niz ln Ñ 8 kod koga je ln  opnq
 P tMn ¤ unu Ñ Gpxq, pri n Ñ 8, za x P R, gde je G nedegenerisana
funkcija raspodele








pP tX1 ¡ un, Xj ¤ vnu   P tX1 ¤ vn, Xj ¡ unuq  op1q, (2.15)
pri k Ñ 8, onda
P tMn ¤ un,mn ¡ vnu Ñ GpxqHpyq, pri nÑ 8, za x, y P R.
Pored toga odreena je i klasa svih zajedniqkih, nedegenerisanih
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graniqnih raspodela za maksimum i minimum u strogo stacionarnom
sluqajnom nizu koji zadovoǉava odreene uslove pomexanosti.
Specijalno, neka je dati strogo stacionaran sluqajan niz pXnq
upravo pozitivno koreliran ravnomerni ARp1q proces, kod koga je
ρp1q  1
r
. Neka je Vj : 1 Xj, za j P N. Lako se moe primetiti da je i
pVnq tada pozitivno koreliran ravnomerni ARp1q proces sa parametrom
r, kao i da je maksimum prvih n qlanova ovog niza ustvari minimum
prvih n qlanova originalnog sluqajnog niza pXnq, i obrnuto. Stoga
vai
P tmn ¡ vnu  P tMn   1 vnu, gde je vn  y
n
, y ¥ 0,







Ñ e r1r y, pri nÑ 8, za @y ¥ 0. (2.16)
Takoe, pokazano je da uslov slabe zavisnosti iz (2.14) vai za un  1x
n
i vn  y
n
, @x, y ¥ 0, n P N i αn, l  2pρp1qq
l
1 ρp1q , a vai i uslov (2.15), pa kako
su ispuǌena sva qetiri uslova sledi zakǉuqak da su kod ovog procesa
maksimum i minimum asimptotski nezavisni. To, meutim, nije sluqaj
kod negativno koreliranog ravnomernog ARp1q procesa xto je svakako




kompletnih i nekompletnih uzoraka
iz stacionarnih nizova
Prilikom analize realnih podataka veoma je qesta pojava
nedostajuih opservacija. Opservacije mogu biti izgubǉene (recimo
usled otkazivaǌa sistema za mereǌe), cenzurisane, odnosno nedostupne
iz nekog razloga. U nastavku e se pod pojmom nekompletan uzorak
podrazumevati upravo uzorak kod koga odreene opservacije fale, tj.
kod koga su realizacije odreenih sluqajnih veliqina, iz kompletnog
uzorka datog obima, neregistrovane.
Prouqavaǌe ekstremnih vrednosti nekompletnih uzoraka iz
strogo stacionarnih sluqajnih nizova posebno je aktuelno posledǌih
godina. Vei broj radova napisan je na ovu temu. Razmatraǌe uticaja
(na sluqajan naqin ili, pak, deterministiqki odreenih)
neregistrovanih opservacija na maksimum u strogo stacionarnom
sluqajnom nizu prikazano je u radovima: Scotto (2005), Hall and Hüsler
(2006), Hall and Scotto (2008), Hall and Temido (2009). Sa druge strane,
posmatrano je i asimptotsko zajedniqko ponaxaǌe maksimuma
kompletnih i nekompletnih uzoraka iz nekih posebnih nizova:
Gausovog niza (Mittal (1978)), Gausovog niza sa pseudo-stacionarnim
trendom (Kudrov and Piterbarg (2007)), vixedimenzionog stacionarnog
Gausovog niza (Peng et al. (2010)), stacionarnog Gausovog niza (Hashorva
et al. (2013)), procesa skladixteǌa sa diskretnim vremenom i ulaznim
frakcionalnim Braunovim22 kretaǌem (en. a storage process in discrete
time with fractional Brownian motion as input) (Mladenović and Piterbarg
(2006)) itd.
22Robert Brown (1773-1858), xkotski botaniqar
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3.1 Opxti rezultati
Opxte tvreǌe koje je najznaqajnije u kontekstu novodobijenih
rezultata (Odeǉak 3.3) sadrano je u radu Mladenović and Piterbarg
(2006). Ono e biti navedeno i ukratko prokomentarisano.
Neka je pXnqnPN strogo stacionaran sluqajan niz sa zajedniqkom
funkcijom raspodele F , F pxq  P tX1 ¤ xu, x P R. Neka je, daǉe,
sluqajna veliqina Mn maksimum prvih n qlanova ovog niza, tj.
Mn : max
1¤j¤n
Xj. Pretpostavi se da neke sluqajne veliqine u nizu
X1, X2, . . . mogu biti registrovane i da niz Bernulijevih23 sluqajnih
veliqina pInqnPN, nezavisan od niza pXnq, ukazuje na to koji su od
qlanova prvobitnog niza registrovani. Sluqajna veliqina Ij nije
nixta drugo do indikator dogaaja da je sluqajna veliqina Xj
registrovana, j P N. Parcijalna suma Sn :
ņ
j1
Ij je, jednostavno, broj
registrovanih meu prvih n qlanova niza pXnq. Sluqajna veliqinaMn : maxtXj : Ij  1, 1 ¤ j ¤ nu tada je parcijalni maksimum
registrovanih meu prvih n qlanova niza pXnq.
Teorema 3.1. Neka vae sledei uslovi:
a) F P DpGq, tj. vai (1.4) za an ¡ 0, bn P R za svako n P N, i @x P R
b) pXnq je strogo stacionaran sluqajan niz, takav da zadovoǉava uslove
Dpun, vnq i D1punq za un  anx  bn i vn  any   bn, pri qemu je x   y
v) pInq je niz indikatora, nezavisan od niza pXnq, takav da
Sn
n




P tMn ¤ anx  bn,Mn ¤ any   bnu  pGpxqqppGpyqq1p (3.2)
tada je taqna za svako x   y.
Dakle, pri navedenim uslovima, od kojih bi posebno trebalo
istai uslov qije vaeǌe onemoguava grupisaǌe ekstremnih
vrednosti, standardizovani maksimumi Mn i Mn su asimptotski
nezavisni, u smislu da su dogaaji
!Mn ¤ anx  bn) i tMn ¤ any   bnu,
23Jakob Bernoulli (1655-1705), xvajcarski matematiqar
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x   y, asimptotski nezavisni, pri n Ñ 8, za pogodan izbor an ¡ 0,
bn P R.
Xtavixe, graniqna raspodela dvodimenzionog sluqajnog vektoraMn,Mn	 jednoznaqno je odreena vrednoxu p iz (3.1).
Pri tome, sluqajna veliqina Sn, koja se pojavǉuje u Teoremi 3.1,
ne mora obavezno imati binomnu raspodelu. Posebno, umesto niza pInq
Bernulijevih sluqajnih veliqina moe se uzeti degenerisan, tj.





cj Ñ p P r0, 1s, pri nÑ 8, (3.3)
i da tvreǌe i daǉe vai.
U radu Krajka (2011) rezultat iz Teoreme 3.1 uopxten je na sluqaj
kada graniqna vrednost p u (3.1) nije konstanta, nego je i sama sluqajna
veliqina oznaqena sa P. Graniqna vrednost u (3.2) tada je jednaka
E
 pGpxqqPpGpyqq1P .
Na ovom rezultatu baziran je i rezultat u pogledu asimptotske
zajedniqke raspodele maksimuma i minimuma kompletnih i
nekompletnih uzoraka iz strogo stacionarnih sluqajnih nizova,
sadran u radu Hashorva and Weng (2014). Pri odreenim dodatnim,
slabim uslovima koji se nameu na niz pXnq pokazano je da su sluqajni
vektori
Mn,Mn	 i prmn,mnq asimptotski nezavisni ako je P konstanta;
mn i rmn su, redom, minimum kompletnog i nekompletnog uzorka. Ova
qiǌenica je interesantna i donekle oqekivana s obzirom na to da
nekompletnost uzorka pogaa i maksimum i minimum, pa stoga ǌihova
asimptotska nezavisnost nije uvek mogua.
Drugi pristup uopxteǌu rezultata Mladenović and Piterbarg (2006)
dat je npr. u radu Robert (2010), gde je dozvoǉeno formiraǌe klastera
ekstremnih vrednosti u strogo stacionarnom sluqajnom nizu pXnq uz
dodatne uslove, koji se, izmeu ostalog, odnose na niz pInq.
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3.2 Raniji rezultati za uzorke iz ravnomernog ARp1q
procesa
U radu Mladenović (2009) razmatran je maksimum jednog,
specifiqnog nekompletnog uzorka iz pozitivno koreliranog
ravnomernog ARp1q procesa sa parametrom r, definisanog formulom
(2.6).
Teorema 3.2. Neka je pXnq pozitivno koreliran ravnomerni ARp1q proces
sa parametrom r ¥ 2, neka je pcnq nesluqajan 0 1 niz dat sa
cn 
$&%1, ako je n  2m0, ako je n  2m 1 , m P N, (3.4)
i neka je Mn maksimum poduzorka kompletnog uzorka obima n, odreen
nizom pcnq, tj. maksimum poduzorka koga qine sluqajne veliqine iz niza
pXnq sa parnim indeksima, maǌim ili jednakim n. Tada vai:




!Mn ¤ 1 x
n











b) ako je 0   x
r




!Mn ¤ 1 x
n



















!Mn ¤ 1 x
n












Sluqaj a) u Teoremi 3.2 ve je sadran u Teoremi 2.1.
Znaqajno je zakǉuqiti da su dogaaji





Mn ¤ 1 y
n
)
asimptotski nezavisni ako je 0   x
r
  y ¤ x. Ako je, pak, 0   y ¤ x
r
, ova
dva dogaaja su asimptotski perfektno zavisna. To ukazuje na qiǌenicu
da je uslov D
1punq u Teoremi 3.1 ne samo dovoǉan nego i potreban.
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Neki rezultati u vezi sa ovim procesom dati su u doktorskoj
disertaciji Olshanski (2005). Tu se sluqajnim proreivaǌem naziva
sluqajan niz pτnqnPN0, nezavisan od procesa pXnq, i takav da je τ0  0, a,
priraxtaji Tn : τn  τn1 su nezavisne, jednako raspodeǉene sluqajne
veliqine na skupu N, za svako n P N. Neka je ET1    8 i intenzivnost
proreivaǌa λ : 1
ET1




!xMn ¤ 1 x
λn
)
Ñ epθx, pri nÑ 8, za @x ¥ 0,




. Vrednost pθ je ektremalni indeks strogo
stacionarnog sluqajnog niza pXτnq, koji je dobijen iz prvobitnog niza
pXnq, sluqajnim proreivaǌem. Lako se moe primetiti da je veza
izmeu ekstremalnog indeksa θ niza pXnq i ekstremalnog indeksa pθ niza
pXτnq data jednakoxu
pθ  1 E  p1 θqT1 .
Ovakva veza, meutim, ne vai i u opxtem sluqaju, tj. za proizvoǉan
strogo stacionaran sluqajan niz, koji poseduje ekstremalni indeks, i
ǌegov podniz dobijen proreivaǌem.
Niz pXτnq zadovoǉava uslov Dpunq iz Definicije 1.3, pri qemu je u








, za n P N, ρp1q autokorelacija
prvog reda i un  1 x
n
, za x ¡ 0.
U pogledu zajedniqkog asimptotskog ponaxaǌa sluqajnog vektoraxMn,Mn	, pri nÑ 8, dobijene su sledee dve nejednakosti, a posledǌa




!xMn ¤ 1 x
n
,Mn ¤ 1 y
n
)





!xMn ¤ 1 x
n





λpθpx yq  θy   2 min#1 P tT1  1u
r  1 x,
1 pθpθ y
+






!xMn ¤ 1 x
n
,Mn ¤ 1 y
n
)
 exppθyq, za 0 ¤ x ¤ y. (3.10)
3.3 Nove graniqne teoreme
Rezultati koji e biti prikazani u nastavku sadrani su u
koautorskom radu Mladenović and Živadinović (2015) i samostalnom radu
autora disertacije Glavaš (2015).
 Pozitivno koreliran ravnomerni ARp1q proces
Neka je pXnq pozitivno koreliran ravnomerni ARp1q proces sa
parametrom r ¥ 2.
Teorema 3.3 (Mladenović and Živadinović (2015)). Neka je pcnq nesluqajan 01
niz dat sa
cn 
$&%1, ako je n  4m 1, n  4m0, ako je n  4m 3, n  4m 2 , m P N, (3.11)
i neka je Mn maksimum poduzorka kompletnog uzorka obima n, odreen
nizom pcnq, tj. Mn : maxtXj : cj  1, 1 ¤ j ¤ nu. Tada vai:






!Mn ¤ 1 x
n












b) ako je 0   x
r2






!Mn ¤ 1 x
n






2  r  1
4r2






v) ako je 0   x
r




!Mn ¤ 1 x
n













Sluqaj kada je 0   x   y svodi se na rezultat u radu Chernick (1981)
i ve je naveden u Teoremi 2.1.
Trebalo bi uoqiti da deterministiqki nizovi pcnq (oni odreuju
koji e qlanovi originalnog sluqajnog niza pXnq biti registrovani)
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iz formulacija Teoreme 3.2 i Teoreme 3.3 imaju istu asimptotsku




graniqna vrednost p, koja se pojavǉuje u (3.3), u oba sluqaja iznosi po
1
2
. Meutim, bez obzira na tu qiǌenicu, oqigledno se mogu pojaviti
razliqite graniqne raspodele dvodimenzionog sluqajnog vektoraMn,Mn	, xto je u suprotnosti sa opxtim rezultatom iz Teoreme 3.1.
Ovo je posledica nevaeǌa uslova D
1punq za proces pXnq. Zakǉuqak je
dat sledeim tvreǌem.
Teorema 3.4 (Mladenović and Živadinović (2015)). Neka je pXnq pozitivno
koreliran ravnomerni ARp1q proces, sa parametrom r ¥ 2, i neka su, daǉe,
Mn : max
1¤j¤n
Xj, Mn : maxtXj : cj  1, 1 ¤ j ¤ nu,





cj Ñ p P r0, 1s, pri nÑ 8.
Graniqna raspodela sluqajnog vektora























tri nesluqajna 0  1 niza data
sa
cp1qn  1 ako je n  3m ; cp1qn  0 ako je n  3m 2 ili n  3m 1, m P N;
cp2qn  1 ako je n  3m 1; cp2qn  0 ako je n  3m 2 ili n  3m, m P N;
cp3qn  1 ako je n  3m 2; cp3qn  0 ako je n  3m 1 ili n  3m, m P N;
(3.15)
maksimum kompletnog uzorka X1, X2, . . . , Xn je, po obiqaju, oznaqen sa







, oznaqen je sa M pkqn , tj. M pkqn : max!Xj : cpkqj  1, 1 ¤ j ¤ n),
za k  1, 2, 3.
Teorema 3.5 (Glavaš (2015)). Za svako k  1, 2, 3:


















b) ako je 0   x
r2



















v) ako je 0   x
r
















Preostali sluqaj kada je 0   x   y namerno je izostavǉen iz
formulacije tvreǌa, jer ako je 0   x   y onda je nivo 1  x
n
vei od
nivoa 1  y
n
. Stoga, Mn ¤ 1  y
n
implicira M pjqn ¤ 1  y
n




"M pjqn ¤ 1  x
n
,Mn ¤ 1  y
n
*
ova dva dogaaja taqno drugi od ǌih.
Vai rezultat iz rada Chernick (1981), koji je naveden u Teoremi 2.1.






, j  1, 2, 3, u (3.15)






odabran kao ,,polazni” onda
se qlanovi druga dva niza mogu (pomou qlanova polaznog niza) zapisati
i kao: cp2qn  cp1qn 1 i cp3qn  cp1qn 2, za @n P N.
Rezultat Teoreme 3.5 interesantan je utoliko xto pokazuje da
graniqna raspodela sluqajnog vektora, koga qine parcijalni maksimum
specifiqnog poduzorka kompletnog uzorka (odreenog nesluqajnim
nizom iz (3.15)) i maksimum kompletnog uzorka, ostaje neizmeǌena
ukoliko se vrednosti indeksa registrovanih sluqajnih veliqina
transliraju za konstantu 1, odnosno 2.
 Negativno koreliran ravnomerni ARp1q proces
Neka je pXnq ravnomerni ARp1q proces sa negativnom
autokorelacijom prvog reda jednakom 1
r
, r ¥ 2. Neka su
Mn : max
1¤j¤n
Xj, Mn : maxtXj : cj  1, 1 ¤ j ¤ nu.
U sledee dve teoreme dato je asimptotsko zajedniqko ponaxaǌe
ove dve sluqajne veliqine, pri nÑ 8, a kao deterministiqki nizovi pcnq
uzeti su bax nizovi zadati, redom, u (3.4) i (3.11). Analogni rezultati
za pozitivno koreliran ARp1q proces ve su navedeni u Teoremi 3.2 i
Teoremi 3.3, respektivno. Sluqaj kada je 0   x   y bie izostavǉen
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iz formulacije ovih graniqnih teorema, sa istim obrazloeǌem kao
ranije, a to je da se rezultat svodi na ve postojei u radu Chernick and
Davis (1982) i naveden je u Teoremi 2.2.
Teorema 3.6 (Glavaš (2015)). Neka je pcnq nesluqajan 0 1 niz dat sa
cn 
$&%1, ako je n  2m0, ako je n  2m 1 , m P N. (3.19)




"Mn ¤ 1 x
n















Teorema 3.7 (Glavaš (2015)). Neka je pcnq nesluqajan 0 1 niz dat sa
cn 
$&%1, ako je n  4m 1, n  4m0, ako je n  4m 3, n  4m 2 , m P N. (3.21)
Tada vai:






"Mn ¤ 1 x
n












b) ako je 0   x
r2




"Mn ¤ 1 x
n















Kako su dostupne odgovarajue graniqne teoreme za specifiqne
nekompletne uzorke, za oba tipa ravnomernog ARp1q procesa, mogue je,
na izvestan naqin, uporediti dobijene rezultate i doneti neke
zakǉuqke:
 ako je niz pcnq definisan sa (3.4)/(3.19) i
– pXnq je negativno koreliran ravnomeran ARp1q proces – za sve
vrednosti x i y takve da je 0   y ¤ x dogaaji









– pXnq je pozitivno koreliran ravnomeran ARp1q proces –
oblast u ravni R2 koja se sastoji od svih taqaka px, yq takvih
da je 0   y ¤ x razdeǉena je na dve podoblasti, u kojima se
pojavǉuju razliqiti izrazi za graniqnu verovatnou od
interesa; asimptotski, dogaaji





Mn ¤ 1  y
n
(




  y ¤ x


, dok su u
drugoj podoblasti






Slika 7: Primer nekompletnog uzorka odreenog nizom
pcnq (3.4)/(3.19) za negativno (levo), odnosno pozitivno
(desno) koreliran ravnomerni ARp1q proces, kod koga je
|ρp1q|  0.5
 ako je niz pcnq definisan sa (3.11)/(3.21) i
– pXnq je negativno koreliran ravnomeran ARp1q proces – za sve
vrednosti x i y takve da je 0   x
r2
  y ¤ x dogaaji





Mn ¤ 1  y
n
(
su asimptotski nezavisni, a ako je 0   y ¤ x
r2
oni su asimptotski perfektno zavisni
– pXnq je pozitivno koreliran ravnomeran ARp1q proces –
oblast u ravni R2 koja se sastoji od svih taqaka px, yq takvih
da je 0   x
r2
  y ¤ x razdeǉena je na dve podoblasti, u kojima
se pojavǉuju meusobno razliqiti izrazi za graniqnu
verovatnou od interesa, a, takoe, razliqiti i od izraza za
istu verovatnou u oblasti 0   y ¤ x
r2
; ipak, u celoj oblasti
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gde je 0   x
r2
  y ¤ x dogaaji













Slika 8: Primer nekompletnog uzorka odreenog nizom
pcnq (3.11)/(3.21) za negativno (levo), odnosno pozitivno
(desno) koreliran ravnomerni ARp1q proces, r  2
Na Slikama 7 i 8 ilustrovane su oblasti u ravni R2, taqnije u
prvom kvadrantu, u kojima se pojavǉuju razmatrani sluqajevi
asimptotske nezavisnosti, odnosno asimptotske potpune zavisnosti
dogaaja





Mn ¤ 1  y
n
(
. U oblastima plave boje vai
rezultat iz rada Chernick and Davis (1982), tj. Teoreme 2.2, odnosno iz
rada Chernick (1981), tj. Teoreme 2.1. U oblastima zelene boje prisutna
je asimptotska perfektna zavisnost, za razliku od oblasti roze boje u
kojoj je prisutna asimptotska nezavisnost. Oblast u kojoj su dogaaji
takoe asimptotski nezavisni, ali se izraz za graniqnu verovatnou
od interesa razlikuje od onog u oblasti roze boje, obojena je uto.
3.3.1 Dokazi graniqnih teorema
Dokaz Teoreme 3.3.
Prvo e biti odreena verovatnoa
am : P
!M4m ¤ 1 x
n








"M4m ¤ 1 x
n
,M4m ¤ 1 y
n






"M4m ¤ 1 x
n
,M4m ¤ 1 y
n






"M4m ¤ 1 x
n
,M4m ¤ 1 y
n






"M4m ¤ 1 x
n
,M4m ¤ 1 y
n













Prvo bi trebalo primetiti da je
am  P
"M4m4 ¤ 1 x
n
,M4m4 ¤ 1 y
n
,X4m3 ¤ 1 y
n
,
X4m2 ¤ 1 y
n
,X4m1 ¤ 1 x
n






































X4m4 ¤ r  rξ4m3  ry
n
, (3.34)












Korixeǌem formule potpune verovatnoe, dodajui uslove koji
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, ξ4m2  j
r
, ξ4m1  k
r




"M4m4 ¤ 1 x
n
,M4m4 ¤ 1 y
n
,X4m4 ¤ r  i ry
n
,
X4m4 ¤ r2  i rj  r
2y
n






















"M4m4 ¤ 1 x
n
,M4m4 ¤ 1 y
n
,
X4m4 ¤ 1 x
n
,X4m4 ¤ r  i ry
n
,













Nejednakost X4m4 ¤ 1  x
n
, koja se pojavǉuje u prethodnoj formuli,
posledica je M4m4 ¤ 1  x
n
i moe se, ne pravei dodatne izmene,
ukǉuqiti u presek navedenih dogaaja.
















Kako je jox na poqetku pretpostavǉeno da je 0   y ¤ x, dovoǉno je




Daǉe bi trebalo primetiti da za i, j, k, l P t0, 1, . . . , r  1u vae
sledei jednostavni iskazi:
r  i
$&% 1, ako je i  r  1¥ 2, inaqe ,
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r2  i rj
$&% 1, ako je i  j  r  1¥ 2, inaqe ,
r3  i rj  r2k
$&% 1, ako je i  j  k  r  1¥ 2, inaqe ,
r4  i rj  r2k  r3l
$&% 1, ako je i  j  k  l  r  1¥ 2, inaqe .
 Sluqaj 0   r2y ¤ x
Za ovakve vrednosti x i y taqne su sledee nejednakosti


















"M4m4 ¤ 1 x
n
,M4m4 ¤ 1 y
n











"M4m4 ¤ 1 x
n
,M4m4 ¤ 1 y
n







Konaqno, ako neki od i, j, k uzme vrednost razliqitu od r  1, dobija se




!M4m4 ¤ 1 x
n















Za bmpsq dobija se
bmpsq  P
"M4m4 ¤ 1 x
n
,M4m4 ¤ 1 y
n
,X4m3 ¤ 1 y
n
,
X4m2 ¤ 1 y
n
,X4m1 ¤ 1 x
n

















"M4m4 ¤ 1 x
n
,M4m4 ¤ 1 y
n
,
X4m4 ¤ 1 x
n
,X4m4 ¤ r  i ry
n
,
X4m4 ¤ r2  i rj  r
2y
n



























Za dovoǉno veliko n lako se moe pokazati da, takoe, vae i sledee
jednakosti
a1  1 2pr  1q
rn
y  2r  1
rn
x, (3.46)
b1psq  1 2pr  1q
rn
y  r
4s 1   r  1
rn
x, (3.47)
c1psq  1 2pr  1q
rn
y  r
4s   r  1
rn
x. (3.48)



















Direktnim sumiraǌem i na osnovu (3.46)–(3.48) konaqno se dolazi do
izraza za am
am  1 p2r
3  r2  1qm  1
r3n
x 2pr  1q
rn
y. (3.50)

















 Sluqaj 0   ry ¤ x   r2y
Za ovakve vrednosti x i y taqne su sledee nejednakosti














Za i  j  k  l  r  1 odgovarajui sabirak u (3.38) jednak je onom u
(3.39). Za i  j  k  r  1, l  r  1, dobija se pr  1q sabiraka jednakih





"M4m4 ¤ 1 x
n
,M4m4 ¤ 1 y
n







Konaqno, ako neki od i, j uzme vrednost razliqitu od r  1, dobija se
preostalih r2pr21q sabiraka, koji su jednaki am1
r4





am1   rpr  1q
r4










am1  rpr  1q
r4








am1  rpr  1q
r4








am1  rpr  1q
r4






























b1pm 1q   r  1
r4
c1p1q   rpr  1q
r4
d1p1q. (3.57)
Ponovo su verovatnoe a1, b1psq i c1psq date jednakostima (3.46)–(3.48),
a za dovoǉno veliko n vai i
d1psq  1 r  1
rn
x r




Iz (3.46)–(3.48), (3.58) i (3.57) sledi izraz za am
am  1 p2r
2  r  1qm 2r2   r   2
r2n
x pr  1qm
rn
y. (3.59)










2  r  1
4r2






 Sluqaj 0   y ¤ x   ry
Za ovakve vrednosti x i y taqne su sledee nejednakosti














Za i  j  k  l  r  1 odgovarajui sabirak u (3.38) jednak je onom u
(3.39). Za i  j  k  r  1, l  r  1, dobija se pr  1q sabiraka jednakih
onom u (3.40). Za i  j  r  1, k  r  1, dobija se rpr  1q sabiraka





"M4m4 ¤ 1 x
n
,M4m4 ¤ 1 y
n

















em1p1q   rpr  1q
r4
dm1p1q













em1p1q   rpr  1q
r4
dm1p1q


























em1p1q   rpr  1q
r4
dm1p1q











em1p1q   rpr  1q
r4
dm1p1q












e1p1q   rpr  1q
r4
































Ponovo su verovatnoe a1, b1psq, c1psq i d1psq date jednakostima (3.46)–
(3.48) i (3.58), a za dovoǉno veliko n vai i
e1psq  1 r  1
rn




Iz (3.46)–(3.48), (3.58), (3.68) i (3.67) sledi izraz za am
am  1 2pr  1qpm 2q   4r  3
rn
x 2pr  1qpm 2q   4pr  1q
rn
y. (3.69)









 r  1
2r










!Mn ¤ 1 x
n
,Mn ¤ 1 y
n
)
moe, pri n Ñ 8, aproksimirati k-tim stepenom verovatnoe oznaqene







. Ovo se inaqe
dokazuje korixeǌem standardnih argumenata, na analogan naqin kao
u radu Mladenović (2009), str. 1419, a onda tvreǌe Teoreme 3.3 sledi
direktno.
U nastavku e biti pokazano kako se konstruixe ovaj deo dokaza, a
u dokazima narednih teorema taj deo bie izostavǉen.
Posmatra se razlika
∆  P
!Mn ¤ 1 x
n






!M4m ¤ 1 x
n




Neka je N4mk skup prvih 4mk prirodnih brojeva i
N4mk  t1, 2, . . . , 4mku  pI1 Y J1q Y pI2 Y J2q Y    Y pIk Y Jkq,
gde su It i Jt, t  1, 2, . . . , k, poskupovi od N4mk kardinalosti, redom,
4m 4l i 4l, takvi da je, ustvari,
It  t4mpt 1q   1, 4mpt 1q   2, . . . , 4mt 4lu,
Jt  t4mt 4l   1, 4mt 4l   2, . . . , 4mtu.
Biraju se brojevi m, l, k tako da m Ñ 8, l Ñ 8, k Ñ 8 i l
m
Ñ 0, pri
nÑ 8. Ciǉ je, kao xto je ranije reqeno, pokazati da ∆ Ñ 0, pri nÑ 8,
za 0 ¤ y ¤ x.
Neka je
MpItq : maxtXj : cj  1, j P Itu, MpItq : max
jPIt
Xj. (3.71)
Moe se napraviti sledea procena odozgo za ∆
|∆| ¤
P !Mn ¤ 1 x
n




!M4mk ¤ 1 x
n








!MpItq ¤ 1 x
n




!M4mk ¤ 1 x
n









!MpItq ¤ 1 x
n






!MpI1q ¤ 1 x
n




P !MpI1q ¤ 1 xn,MpI1q ¤ 1 yn)	k  P !M4m ¤ 1 xn,M4m ¤ 1 yn)	k

∆1  ∆2  ∆3  ∆4. (3.72)
Daǉe bi dodatno trebalo proceniti odozgo svako ∆j, j  1, 2, 3, 4.
Prvo se moe uoqiti da je dogaaj
!M4mk ¤ 1 x
n




!Mn ¤ 1 x
n
,Mn ¤ 1 y
n
)
, i da za ǌihovu razliku
vai inkluzija
!M4mk ¤ 1 x
n




!Mn ¤ 1 x
n

















Xt ¡ 1 x
n
)
  4m  x
n
Ñ 0, pri nÑ 8. (3.73)
Na sliqan naqin dobija se i da je
∆2 ¤ 4lk  P
!
Xt ¡ 1 x
n
)






xÑ 0, pri nÑ 8. (3.74)
Uvedu se oznake Bt :
!MpItq ¤ 1 x
n
,MpItq ¤ 1 y
n
)
, t  1, 2, . . . , k.
Kako je niz pXnq strogo stacionaran svi dogaaji Bt, t  1, 2, . . . , k, imaju





















Skupovi indeksa It konstruisani su tako da su svaka dva ,,udaǉena” za
taqno 4l prirodnih brojeva. Poznato je (iz rada Chernick and Davis
(1982)) da niz pXnq zadovoǉava uslov Dpun, vnq iz Definicije 1.5, pri
qemu je u nejednakosti iz pomenute definicije αn, l  maxtx, yu
n
, za n P N,
i un  1 y
n
, vn  1  x
n
za x, y ¡ 0. Na osnovu toga i Leme 5.4.1 u kǌizi
Leadbetter et al. (1983) sledi
∆3 ¤ pk  1q  maxtx, yu
n
Ñ 0, pri nÑ 8. (3.75)
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Za apsolutnu vrednost razlike |xp  yp|, p ¥ 2, vai da je ona jednaka
|x y|  |xp1   xp2y        xyp2   yp1|, pa, ako je |x|   M i y   M , onda
vai nejednakost
|xp  yp| ¤ pMp1 |x y| .
Koristei ovu nejednakost (M  1) dobija se da je
∆4 ¤ k 
P !MpI1q ¤ 1 x
n




!M4m ¤ 1 x
n
,M4m ¤ 1 y
n
)
  k  4l  x
n
Ñ 0, pri nÑ 8. (3.76)
Na osnovu (3.73)–(3.76) sledi eǉeni zakǉuqak da ∆ Ñ 0, pri n Ñ 8,
qime je dokaz kompletiran. 
Dokaz Teoreme 3.4.
Rezultat sadran u Teoremi 3.1 u radu Mladenović (2009) ovde je ve
naveden u Teoremi 3.2 i odnosi se na nekompletan uzorak, odreen nizom











Sa druge strane, za niz pcnq iz (3.11), kojim je odreen nekompletan
uzorak, takoe, iz pozitivno koreliranog ravnomernog ARp1q procesa u
Teoremi 3.3, takoe je p  1
2
. Meutim, graniqna raspodela sluqajnog
vektora
Mn,Mn	 data sa (3.6)–(3.7) oqigledno nije jednaka onoj koja je
data sa (3.12)–(3.14). Ovim je dokaz zavrxen. 
Dokaz Teoreme 3.5.
Ideja dokaza analogna je onoj za dokaz Teoreme 3.3. Samo izvoeǌe
se usloǌava i tehniqki je komplikovanije i obimnije. Dokaz e, iz
navedenih razloga, ovde biti izostavǉen. 
Dokaz Teoreme 3.6.
Ideja dokaza analogna je onoj za dokaz Teoreme 3.7, koji e do
detaǉa biti prikazan u nastavku. Izvoeǌe ovog dokaza je






"M4m ¤ 1 x
n




Prvi korak sastojae se u odreivaǌu verovatnoe am za 0   y ¤ x,
dovoǉno veliko n i neko 4m   n.
Trebalo bi primetiti da je dogaaj
"M4m ¤ 1  x
n
,M4m ¤ 1  y
n
*
ekvivalentan dogaaju (preciznije, preseku 4m dogaaja)"
X4i3 ¤ 1 y
n






, i  1, 2, . . . ,m
*
. (3.78)
Iskoristi se rekurentna formula (2.7), kojom se definixe negativno















ξj, i ¥ 2. (3.79)
Ona omoguava da se svi dogaaji u (3.78) izraze preko sluqajne
veliqine X1 i inovacija pξnq, pa se nakon umetaǌa formula (3.79) u
izraz za am i dodatnog sreivaǌa stie do sledee jednakosti
am  P
"
X1 ¤ 1 y
n
,X1 ¥ r   rξ2   ry
n
,
X1 ¤ r2   rξ2  r2ξ3  r
2x
n































, i  2, 3, . . . ,m
*
.
Nakon toga iskoristi se formula potpune verovatnoe, dodajui
uslove koji se odnose na p4m  1q sluqajnih veliqina ξ2, ξ3, . . . , ξ4m. Pri
tome, trebalo bi imati u vidu sve pretpostavke o ovim sluqajnim
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veliqinama (naime, pξnq je niz nezavisnih, jednako raspodeǉenih
sluqajnih veliqina sa diskretnom ravnomernom raspodelom).








– dogaaj Ai :
#












, i, istovremeno, sve one sa neparnim indeksima,
ξ3, ξ5, . . . , ξ4i3, uzimaju vrednost 1 – u tom sluqaju Ai se svodi na"




, 2 ¤ i ¤ m
– dogaaj Bi :
#








kada sve inovacije sa parnim indeksima, ξ2, ξ4, . . . , ξ4i2, uzimaju
vrednost 1, i, istovremeno, sve one sa neparnim indeksima,
ξ3, ξ5, . . . , ξ4i3, uzimaju vrednost
1
r





, 1 ¤ i ¤ m
– dogaaj Ci :
#












, i, istovremeno, sve one sa neparnim indeksima,
ξ3, ξ5, . . . , ξ4i1, uzimaju vrednost 1 – u tom sluqaju Ci se svodi na"




, 1 ¤ i ¤ m
– dogaaj Di :
#








kada sve inovacije sa parnim indeksima, ξ2, ξ4, . . . , ξ4i, uzimaju
vrednost 1, i, istovremeno, sve one sa neparnim indeksima,
ξ3, ξ5, . . . , ξ4i1, uzimaju vrednost
1
r





, 1 ¤ i ¤ m.
U zavisnosti od vrednosti koje uzmu sluqajne veliqine ξ2, ξ4, . . . , ξ4m
moe doi do smaǌivaǌa broja dogaaja oblika
tX1 ¤ unu, odnosno tX1 ¥ vnu,
98
u presecima u kojima oni uqestvuju, qime se izraz za verovatnou am
pojednostavǉuje. Na ovom mestu, oqigledno je da bi trebalo zasebno
razmatrati dva sluqaja, jer e se am razlikovati ukoliko je
0   r2y ¤ x, odnosno ukoliko je 0   y ¤ x   r2y. Konaqno, za oba sluqaja
bie izraqunate sve neophodne verovatnoe, koristei qiǌenicu da
X1 P Ur0, 1s, kako bi se dobile odgovarajue, saete formule za am.
 Sluqaj 0   r2y ¤ x
Za ovakve vrednosti x i y i 1 ¤ i ¤ m 1 taqne su inkluzije"


































Stoga se, nakon grupisaǌa, dobija sledea jednakost
am r



























































































































Direktnim sumiraǌem konaqno se dolazi do izraza za am
am  1 2pr






















 Sluqaj 0   y ¤ x   r2y
Za ovakve vrednosti x i y i 1 ¤ i ¤ m 1 taqne su inkluzije"


































Stoga se, nakon grupisaǌa, dobija sledea jednakost
am  r








































































i, daǉe, sliqnim postupkom kao u prethodnom sluqaju,
am  1 2pr


























Posledǌi korak u dokazu jeste korixeǌe standardnih argumenata,
analogno kao u zavrxnici Dokaza Teoreme 3.3.
Vana je sledea napomena. Osim reprezentacije sluqajne































X1, za i ¥ 2. (3.85)
Nije texko proveriti da su podnizovi pX2n1q i pX2nq qlanova poqetnog
sluqajnog niza sa neparnim, odnosno parnim indeksima, pozitivno
korelirani ARp1q procesi sa istim parametrom, jednakim r2. Prema
tome moe se konstatovati vaeǌe uslova Dpun, vnq i za ceo sluqajan
niz pXnq, xto je znaqajno za zavrxetak dokaza. 
3.3.2 Rezultati simulacija
U eri raqunara i informacionih tehnologija izvoeǌe
kompjuterskih simulacija postalo je neizostavan i vrlo znaqajan deo
matematiqkog modeliraǌa.
U nastavku e biti prikazani rezultati simulacija i oceǌene
vrednosti verovatnoe od interesa, koja se tiqe dvodimenzionog
sluqajnog vektora
Mn,Mn	.
Prvi korak bio je da se NS puta simulira prvih n qlanova
sluqajnog niza pXkqkPN, drugi korak da se prebroji koliko se puta (od
tih NS puta) realizovao dogaaj
"Mn ¤ 1  x
n




vrednosti x i y, pri qemu je parcijalni maksimum Mn bio odreen
konkretnim, specifiqnim deterministiqkim nizom pckq. U treem
koraku izraqunavana je ocena P̂  P̂ px, yq verovatnoe tog dogaaja, kao
relativna frekvencija ǌegovih realizacija. Opisani kompjuterski
eksperiment ponavǉan je vixe puta, te je dobijeno nekoliko ocena
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P̂i  P̂ipx, yq. Sa Gpx, yq svuda e biti oznaqene (teorijske) graniqne
verovatnoe iz odgovarajuih graniqnih teorema.
 Simulacija 1
Ova simulacija odnosi se na sluqaj kada je pXkq pozitivno
koreliran ravnomerni ARp1q proces sa parametrom r, a pckq niz
odreen sa
ck 
$&%1, ako je k  2m0, ako je k  2m 1 , m P N.
Odgovarajua graniqna teorema je Teorema 3.2.
Rezultati simulacije sadrani su u Tabelama 1 i 2.
Kako su dostupni teorijski rezultati, bilo je mogue izvrxiti
ǌihovo poreeǌe sa ocenama dobijenim simulacijama. U tom smislu,
ispod svake tabele odreena je vrednost max
x,y,i
|Gpx, yqP̂i|, a u samoj tabeli
sivom bojom naznaqeno je poǉe sa ocenom verovatnoe za koju se dobija
ta maksimalna apsolutna grexka.
Tabela 1: r  2, x P t1, 2u i neke vrednosti y
NS  5000, n  10000
x y Gpx, yq P̂1 P̂2 P̂3 P̂4
1 0.8 0.6376282 0.6378 0.6342 0.6454 0.6378
1 0.4 0.6872893 0.6870 0.6812 0.6764 0.6994
1 0.2 0.6872893 0.6880 0.6906 0.6930 0.6970
1 0.1 0.6872893 0.6990 0.6852 0.7024 0.6770
2 1.6 0.4065697 0.4000 0.3970 0.4086 0.4070
2 0.8 0.4723666 0.4804 0.4776 0.4722 0.4782
2 0.4 0.4723666 0.4760 0.4738 0.4670 0.4654
2 0.2 0.4723666 0.4478 1 0.4770 0.4854 0.4708
Maksimalna apsolutna razlika je 1 max
x,y,i
Gpx, yq  P̂i  0.0245666.
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Tabela 2: r  2, x P t1, 2u i neke vrednosti y
NS  10000, n  20000
x y Gpx, yq P̂1 P̂2 P̂3 P̂4
1 0.8 0.6376282 0.6380 0.6331 0.6365 0.6397
1 0.4 0.6872893 0.7008 1 0.6911 0.6886 0.6880
1 0.2 0.6872893 0.6843 0.6867 0.6863 0.6861
1 0.1 0.6872893 0.6946 0.6878 0.6870 0.6833
2 1.6 0.4065697 0.4045 0.4064 0.4030 0.4060
2 0.8 0.4723666 0.4752 0.4718 0.4652 0.4722
2 0.4 0.4723666 0.4742 0.4711 0.4648 0.4724
2 0.2 0.4723666 0.4697 0.4737 0.4744 0.4617
Maksimalna apsolutna razlika je 1 max
x,y,i
Gpx, yq  P̂i  0.0135107.
 Simulacija 2
Ova simulacija odnosi se na sluqaj kada je pXkq negativno
koreliran ravnomerni ARp1q proces sa parametrom r, a pckq isti niz
kao u Simulaciji 1.
Odgovarajua graniqna teorema je Teorema 3.6.
Rezultati simulacije sadrani su u Tabeli 3.
Tabela 3: r  2, x P t1, 2u i neke vrednosti y
r  2, NS  5000, n  10000
x y Gpx, yq P̂1 P̂2 P̂3 P̂4 P̂5
1 0.8 0.5091564 0.5134 0.5056 0.5028 0.5144 0.4946
1 0.4 0.5915554 0.5898 0.5800 0.5970 0.5918 0.6026
1 0.2 0.6376282 0.6408 0.6324 0.6346 0.6422 0.6308
1 0.1 0.6619932 0.6468 0.6604 0.6568 0.6676 0.6696
2 1.6 0.2592403 0.2642 0.2590 0.2580 0.2494 0.2662
2 0.8 0.3499377 0.3536 0.3394 0.3446 0.3664 1 0.3456
2 0.4 0.4065697 0.4142 0.3950 0.4174 0.4122 0.4210
2 0.2 0.4382350 0.4310 0.4332 0.4340 0.4304 0.4290
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Maksimalna apsolutna razlika je 1 max
x,y,i
Gpx, yq  P̂i  0.0164623.
 Simulacija 3
Ova simulacija odnosi se na sluqaj kada je pXkq pozitivno
koreliran ravnomerni ARp1q proces sa parametrom r, a pckq niz
odreen sa
ck 
$&%1, ako je k  4m 1, k  4m0, ako je k  4m 3, k  4m 2 , m P N.
Odgovarajua graniqna teorema je Teorema 3.3.
Rezultati simulacije sadrani su u Tabelama 4 i 5.
Koristei argumente sa kraja dokaza Teoreme 3.3 (a sliqno je i u
sluqaju na koji se odnosi Simulacija 1), i tamoxǌe oznake, nije texko
ustanoviti da, za m  Op?nq, l Ñ 8 i l
m
Ñ 0, vai nejednakost
P"Mn ¤ 1 xn,Mn ¤ 1 yn
*
Gpx, yq
 ¤ l?n Cpx, yq, (3.86)
gde je Cpx, yq konstanta koja ne zavisi od n.
Tabela 4: r  2, x P t1, 2u i neke vrednosti y
NS  5000, n  10000
x y Gpx, yq P̂1 P̂2 P̂3 P̂4
1 0.8 0.6376282 0.6416 0.6326 0.6258 0.6364
1 0.4 0.6959343 0.6912 0.6892 0.7016 0.7042
1 0.2 0.7091062 0.7036 0.7164 0.7034 0.7032
1 0.1 0.7091062 0.7152 0.7120 0.7076 0.7046
2 1.6 0.4065697 0.4020 0.4128 0.4142 0.4016
2 0.8 0.4843246 0.4808 0.4794 0.4866 0.4664 1
2 0.4 0.5028316 0.4980 0.4964 0.5108 0.5074
2 0.2 0.5028316 0.5070 0.5056 0.4874 0.5126
Maksimalna apsolutna razlika je 1 max
x,y,i
Gpx, yq  P̂i  0.0179246.
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Tabela 5: r  2, x P t1, 2u i neke vrednosti y
NS  10000, n  20000
x y Gpx, yq P̂1 P̂2 P̂3 P̂4
1 0.8 0.6376282 0.6333 0.6351 0.6423 0.6368
1 0.4 0.6959343 0.6955 0.6984 0.6885 1 0.6960
1 0.2 0.7091062 0.7096 0.7113 0.7053 0.7144
1 0.1 0.7091062 0.7082 0.7095 0.7121 0.7074
2 1.6 0.4065697 0.4080 0.4008 0.4086 0.4003
2 0.8 0.4843246 0.4919 0.4896 0.4796 0.4819
2 0.4 0.5028316 0.5067 0.5066 0.5037 0.5094
2 0.2 0.5028316 0.4960 0.5098 0.5037 0.5029
Maksimalna apsolutna razlika je 1 max
x,y,i
Gpx, yq  P̂i  0.0074343.
 Simulacija 4
Ova simulacija odnosi se na sluqaj kada je pXkq negativno
koreliran ravnomerni ARp1q proces sa parametrom r, a pckq isti niz
kao u Simulaciji 3.
Odgovarajua graniqna teorema je Teorema 3.7.
Rezultati simulacije sadrani su u Tabeli 6.
Tabela 6: r  2, x P t1, 2u i neke vrednosti y
r  2, NS  10000, n  20000
x y Gpx, yq P̂1 P̂2 P̂3 P̂4 P̂5
1 0.8 0.5091564 0.5062 0.5196 1 0.5119 0.5138 0.5075
1 0.4 0.5915554 0.5848 0.5927 0.5942 0.5936 0.5988
1 0.2 0.6257840 0.6169 0.6192 0.6322 0.6247 0.6247
1 0.1 0.6257840 0.6229 0.6268 0.6293 0.6166 0.6236
2 1.6 0.2592403 0.2541 0.2575 0.2561 0.2618 0.2610
2 0.8 0.3499377 0.3472 0.3487 0.3525 0.3502 0.3444
2 0.4 0.3916056 0.3849 0.3979 0.3972 0.3911 0.3979
2 0.2 0.3916056 0.3855 0.3884 0.3832 0.3921 0.3865
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Maksimalna apsolutna razlika je 1 max
x,y,i
Gpx, yq  P̂i  0.0104436.
 Simulacija 5
Ova simulacija odnosi se na sluqaj kada je pXkq pozitivno

















su nizovi odreeni sa
c
p1q
k  1 ako je k  3m ; cp1qk  0 ako je k  3m 2 ili k  3m 1, m P N;
c
p2q
k  1 ako je k  3m 1; cp2qk  0 ako je k  3m 2 ili k  3m, m P N;
c
p3q
k  1 ako je k  3m 2; cp3qk  0 ako je k  3m 1 ili k  3m, m P N;
Odgovarajua graniqna teorema je Teorema 3.5.
Rezultati simulacije sadrani su u Tabeli 7.
Tabela 7: r  2, x P t1, 2u i neke vrednosti y
r  2, NS  5000, n  12000
x y Gpx, yq P̂ p1q1 P̂ p1q2 P̂ p2q1 P̂ p2q2 P̂ p3q1 P̂ p3q2
1 0.8 0.6483443 0.6492 0.6484 0.6532 0.6552 0.6292 3 0.6518
1 0.6 0.6930406 0.6912 0.6944 0.6938 0.6778 2 0.6872 0.7088
1 0.4 0.7285736 0.7284 0.7304 0.7352 0.7308 0.7264 0.7246
1 0.3 0.7408182 0.7456 0.7474 0.7332 0.7360 0.7540 0.7284
1 0.2 0.7470175 0.7394 0.7344 1 0.7548 0.7400 0.7484 0.7394
1 0.1 0.7470175 0.7550 0.7436 0.7502 0.7396 0.7410 0.7360
Maksimalne apsolutne razlike su
1 max
x,y,j
Gpx, yq  pP p1qj   0.0126175
2 max
x,y,j
Gpx, yq  pP p2qj   0.0152406
3 max
x,y,j
Gpx, yq  pP p3qj   0.0191443.
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Informacija o veliqinama apsolutnih vrednosti razlika
graniqnih i oceǌenih verovatnoa dogaaja od interesa, koja je
obezbeena za svaku od prethodnih simulacija, trebalo bi da ukae na
kvalitet rezultata dobijenih kompjuterskim simulacijama.
Zaista, ispostavǉa se da se izvoeǌem simulacija moe doi do




"Mn ¤ 1 x
n




Istovremeno, pisaǌe programa (u statistiqkom softveru), koji slue
u te svrhe, nije previxe komplikovano. Stoga postaje sasvim jasno
koliko su kompjuterske simulacije korisne, a u situacijama kada
teorijski rezultati ne postoje, qak neophodne. Primeri koji slede
najboǉe to ilustruju.
 Simulacija 6
Ova simulacija odnosi se na sluqaj kada je pXkq pozitivno
koreliran ravnomerni ARp1q proces sa parametrom r, a nekompletni
uzorak je umesto nesluqajnim 0  1 nizom pckq odreen nizom pIkq
Bernulijevih sluqajnih veliqina, nezavisnim od sluqajnog niza pXkq.
Pri tome, pretpostavǉa se da su indikator sluqajne veliqine iz ovog
niza meusobno nezavisne i sa istim parametrom p : P tIk  1u, k P N.
Tada parcijalna suma Sk :
ķ
j1
Ij ima binomnu Bpk, pq raspodelu i, na
osnovu jakog zakona velikih brojeva, vai
Sk
k
s.s.Ñ p, pri k Ñ 8.
Rezultati simulacije sadrani su u Tabelama 8 i 9.
Tabela 8: r  2, p  0.25, x  1 i neke vrednosti y
r  2, NS  5000, n  10000 (NS  10000, n  20000)
y 0.80 0.50 0.40 0.20 0.10 0.02
P̂1 0.6668 0.7356 0.7636 0.7880 0.8110 (0.8124) 0.8204 (0.8187)
P̂2 0.6512 0.7274 0.7632 0.7932 0.7950 (0.8157) 0.8172 (0.8128)
P̂3 0.6506 0.7232 0.7472 0.7958 0.8134 (0.8100) 0.8184 (0.8151)
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Tabela 9: r  2, p  0.25, x  2 i neke vrednosti y
r  2, NS  5000, n  10000 (NS  10000, n  20000)
y 1.60 1.00 0.80 0.40 0.20 0.04
P̂1 0.4276 0.5342 0.5720 0.6296 0.6576 (0.6548) 0.6616 (0.6675)
P̂2 0.4280 0.5418 0.5570 0.6230 0.6590 (0.6588) 0.6750 (0.6784)
P̂3 0.4340 0.5380 0.5710 0.6210 0.6642 (0.6542) 0.6760 (0.6698)
Slika 9: Trajektorija pozitivno koreliranog
ravnomernog ARp1q procesa, r  2; roze taqke odgovaraju
elementima nekompletnog uzorka odreenog nizom pIkq
 Simulacija 7
Ova simulacija odnosi se na sluqaj kada je pXkq pozitivno
koreliran ravnomerni ARp1q proces sa parametrom r, a nekompletni
uzorak odreen jednostavnim taqkastim procesom, ili preciznije
procesom obnavǉaǌa (za vixe detaǉa pogledati npr. kǌigu Serfozo
(2009)).
Za nastavak priqe potrebno je uvesti niz pYnqnPN nezavisnih i
jednako raspodeǉenih sluqajnih veliqina, takvih da je P tY1 P Nu  1,
EY1  µ    8. Sa Tk oznaqe se parcijalne sume prvih k qlanova ovog
niza, tj. Tk :
ķ
j1
Yj, k P N. One predstavǉaju trenutke obnavǉaǌa.
Takoe, pretpostavǉa se da su sluqajni nizovi pYnq i pXnq nezavisni.







, pri nÑ 8.
Neka je, kao i do sada, Mn maksimum prvih n qlanova niza pXnq, a
sluqajna veliqina Mn se definixe sa Mn : max tXTk : Tk ¤ nu.
– Neka Y1 ima geometrijsku raspodelu s parametrom p, 0   p   1, tj.





s.s.Ñ p, pri nÑ 8.
Rezultati simulacije sadrani su u Tabelama 10 i 11.
Tabela 10: r  2, p  0.5, x  1 i neke vrednosti y
r  2, NS  5000, n  10000
y 0.80 0.50 0.40 0.20 0.10 0.02
P̂1 0.6342 0.6858 0.7050 0.7146 0.7132 0.7074
P̂2 0.6432 0.6864 0.6968 0.7148 0.7080 0.7246
P̂3 0.6408 0.6832 0.6870 0.7048 0.7100 0.7094
Tabela 11: r  2, p  0.5, x  2 i neke vrednosti y
r  2, NS  5000, n  10000
y 1.60 1.00 0.80 0.40 0.20 0.04
P̂1 0.4136 0.4592 0.4858 0.5162 0.5054 0.5128
P̂2 0.4130 0.4750 0.4824 0.5018 0.5190 0.5190
P̂3 0.4122 0.4772 0.4868 0.4998 0.5182 0.5096
– Neka Y1 ima negativnu binomnu raspodelu s parametrima s P N i p̃,
0   p̃   1, tj.






p̃sp1 p̃qks za k P ts, s  1, . . . u,
EY1  s
p̃




, pri nÑ 8.
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Za s  1 negativna binomna raspodela ustvari je geometrijska
raspodela i Npnq d Sn, gde je Sn sluqajna veliqina sa Bpn, pq
raspodelom.
Rezultati simulacije sadrani su u Tabelama 12 i 13.
Tabela 12: r  2, p̃  0.5 pp  0.25q, s  2, x  1 i neke vrednosti y
r  2, NS  5000, n  10000 (NS  10000, n  20000))
y 0.80 0.50 0.40 0.20 0.10 0.02
P̂1 0.6594 0.7380 0.7494 0.7836 0.8024 (0.7942) 0.8020 (0.7999)
P̂2 0.6494 0.7218 0.7554 0.7772 0.7988 (0.7963) 0.8070 (0.8004)
P̂3 0.6552 0.7412 0.7540 0.7836 0.8006 (0.7949) 0.8028 (0.7966)
Tabela 13: r  2, p̃  0.5 pp  0.25q, s  2, x  2 i neke vrednosti y
r  2, NS  5000, n  10000
y 1.60 1.00 0.80 0.40 0.20 0.04
P̂1 0.4304 0.5296 0.5670 0.6130 0.6290 (0.6370) 0.6362 (0.6520)
P̂2 0.4298 0.5456 0.5598 0.6308 0.6394 (0.6309) 0.6518 (0.6390)
P̂3 0.4418 0.5262 0.5608 0.6150 0.6288 (0.6322) 0.6468 (0.6377)
Trebalo bi primetiti da je parcijalni maksimum Mn ustvari
maksimum qlanova sluqajnog niza pXTkq, koji je dobijen sluqajnim
proreivaǌem originalnog niza pXkq, sa indeksima maǌim ili jednakim
n. U doktorskoj disertaciji Olshanski (2005) dokazano je vaeǌe dveju
nejednakosti u vezi sa asimptotskim ponaxaǌem sluqajnog vektoraMn,Mn	, pri n Ñ 8. One su navedene u (3.8) i (3.9). Simulacije
pokazuju da je nejednakost (3.8) oxtra, za razliku od nejednakosti
(3.9), koja je priliqno gruba za neke vrednosti x i y.
Teorijski rezultati – graniqne teoreme za nekompletne uzorke na
koje se odnose Simulacije 6 i 7 ne postoje, pa se ne mogu vrxiti
poreeǌa kao u prethodnim primerima. U nastavku e, stoga, biti
prikazani zakǉuqci koje je bilo mogue dobiti statistiqkom
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analizom podataka dobijenih kompjuterskim simulacijama. Naime,
koristei standardne argumente, mogu se testirati hipoteze koje se
tiqu verovatnoa, qije se ocene nalaze u gorǌim tabelama. Ideja je
oceniti da li je razlika izmeu dveju nepoznatih verovatnoa p1 i p2





verovatnoa p1 i p2, su neke od vrednosti P̂i navedenih u
tabelama. Ovde su n1 i n2 jednaki broju izvrxenih simulacija.
Alternativna hipoteza je H1 : p1  p2. Test statistika
z  pp̂1  p̂2q  pp1  p2q
σp̂1p̂2
,














, ima standardnu normalnu
N p0, 1q raspodelu.
Obavezno bi trebalo primetiti da su nekompletni uzorci u
posledǌa dva simulaciona zadatka odreeni sluqajnim nizom pIkq,
odnosno izvesnim procesom obnavǉaǌa. Razliqite trajektorije ovih
procesa mogu rezultirati razliqitim asimptotskim ponaxaǌem
sluqajnog vektora
Mn,Mn	. To je glavni razlog zbog koga je
simulacija izvedena vixe puta za iste vrednosti x i y.
 Neka su p1 i p2 verovatnoe dogaaja
!Mn ¤ 1 x
n




uslovima datim u Simulacijama 6 i 7, respektivno, i neka su p̂1
i p̂2 ocene ovih verovatnoa, navedene redom u Tabelama 9 i 13.
Prilikom testiraǌa hipoteza dobijeni su sledei rezultati.
Za x  1, y P t0.8, 0.5, 0.4, 0.2u i x  2, y P t1.6, 1, 0.8, 0.4u, i sve izbore
vrednosti p̂1 i p̂2, realizovana vrednost test statistike |z| maǌa je
od 1.96. Prema tome, nema razloga da se odbaci nulta hipoteza ni
za prag znaqajnosti α  0.05 niti za α  0.01.
Za x  1, y P t0.1, 0.02u i x  2, y P t0.2, 0.04u, i sve izbore vrednosti
p̂1 i p̂2 (na osnovu simulacija sa NS  10000), vrednost test
statistike |z| vea je od 1.96. Uz nekoliko izuzetaka, dobija se da
je |z| ¡ 2.58. Prema tome, nultu hipotezu H0 : p1  p2 trebalo bi
uvek odbaciti u korist alternativne za prag znaqajnosti α  0.05.
Uz nekoliko izuzetaka, ovu hipotezu trebalo bi odbaciti, takoe,
i za prag znaqajnosti α  0.01.
 Neka su p1 i p2 verovatnoe dogaaja
!Mn ¤ 1 x
n




uslovima datim u Simulacijama 6 i 7, respektivno, i neka su p̂1 i
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p̂2 ocene ovih verovatnoa, navedene redom u Tabelama 8 i 12.
Prilikom testiraǌa hipoteza doxlo se do sledeih rezultata,
koji su, iako ne potpuno isti, veoma sliqni onima dobijenim
malopre.
Za x  1, y P t0.8, 0.5, 0.4, 0.2u i x  2, y P t1.6, 1, 0.8, 0.4u, uz nekoliko
izuzetaka u pogledu izbora vrednosti p̂1 i p̂2, realizovana vrednost
test statistike |z| maǌa je od 1.96. Vrednost |z| uvek je maǌa od
2.58. Prema tome, uz nekoliko izuzetaka, nema razloga da se odbaci
nulta hipoteza za prag znaqajnosti α  0.05. Ona se uvek prihvata
za α  0.01.
Za x  1, y P t0.1, 0.02u i x  2, y P t0.2, 0.04u, i sve izbore vrednosti
p̂1 i p̂2 (na osnovu simulacija sa NS  10000), vrednost test
statistike |z| vea je od 1.96. Uz nekoliko izuzetaka, dobija se da
je |z| ¡ 2.58. Prema tome, nultu hipotezu H0 : p1  p2 trebalo bi
uvek odbaciti u korist alternativne za prag znaqajnosti α  0.05.
Uz nekoliko izuzetaka, ovu hipotezu trebalo bi odbaciti, takoe,
i za prag znaqajnosti α  0.01.
Slika 10: Trajektorija pozitivno koreliranog
ravnomernog ARp1q procesa, r  2; roze taqke odgovaraju
elementima nekompletnog uzorka odreenog nizom pYkq sa
Gppq (levo), odnosno NBps, p̃q (desno) raspodelom
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3.4 Zakǉuqak
Ravnomerni ARp1q proces primer je sluqajnog niza koji je, po svojoj
strukturi, veoma jednostavan i ,,pravilan”, ali ipak interesantan sa
ekstremalnog stanovixta. U prilog tome govore sve ranije navedene
graniqne teoreme.
S obzirom na to da se novi rezultati tiqu konkretnih
nekompletnih uzoraka iz ovog procesa, problematika zajedniqke
graniqne raspodele vektora koga qine maksimum kompletnog uzorka i
parcijalni maksimum, nije iscrpǉena. Naprotiv, rezultati dobijeni
kompjuterskim simulacijama, za sluqajeve koji nisu teorijski
pokriveni, nagovextavaju koliko se jox otvorenih pitaǌa namee.
Najznaqajnije od ǌih svakako bi bilo pitaǌe karakterizacije
zajedniqkih graniqnih raspodela sluqajnog vektora
Mn,Mn	, pri
n Ñ 8, u situaciji kada je nekompletan uzorak, a onda na izvestan
naqin i parcijalni maksimum Mn, odreen taqkastim procesom. Za
sada nije jasno da li je uopxte mogue i kako rexiti ovaj problem.
Moda bi pristup u kome bi se dobijene graniqne teoreme sagledale u
kontekstu struktura zavisnosti (eksponent mere i spektralne mere,
stabilne funkcije zavisnosti repova, Pikandsove funkcije zavisnosti,
kopula) vodio ka novim, interesantnim zakǉuqcima. U budunosti bi
se moglo, za poqetak, raditi na (za nijansu jednostavnijem) problemu
poboǉxaǌa nejednakosti (3.8) i (3.9), koje je predloio Olshanski
(2005). Sa druge strane, ako se zadri pretpostavka da je nekompletan
uzorak odreen nesluqajnim 0  1 nizom, konstruisanim periodiqnim
ponavǉaǌem odreenih serija nula i jedinica, bilo bi zanimǉivo
pozabaviti se pitaǌem da li translacija indeksa registrovanih
sluqajnih veliqina za neku vrednost ima uticaja na graniqnu
raspodelu od interesa (to bi bilo uopxteǌe Teoreme 3.5). Sa druge
strane, moe se ii i u pravcu dokazivaǌa dodatnih osobina
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J. Anděl. Marginal distributions of autoregressive processes. In Transactions of the
Ninth Prague Conference, volume 9A of Czechoslovak Academy of Sciences, pages
127–135. Springer Netherlands, 1983.
M. Arsenovi, M. Dostani, and D. Joci. Teorija mere, funkcionalna
analiza, teorija operatora. Matematiqki fakultet, Univerzitet u
Beogradu, 1998.
N. Balakrishnan and V. Nevzorov. A Primer on Statistical Distributions. John
Wiley & Sons, 2004.
A. A. Balkema and S. I. Resnick. Max-infinite divisibility. Journal of Applied
Probability, 14(2):309–319, 1977.
V. Barnett. The ordering of multivariate data. Journal of the Royal Statistical
Society. Series A (General), 139(3):318–355, 1976.
B. Basrak, R. A. Davis, and T. Mikosch. A characterization of multivariate regular
variation. The Annals of Applied Probability, 12(3):908–920, 2002.
J. Beirlant, Y. Goegebeur, J. Segers, J. Teugels, D. De Waal, and C. Ferro. Statistics
of Extremes: Theory and Applications. Wiley Series in Probability and Statistics.
John Wiley & Sons, 2004.
S. M. Berman. Convergence to bivariate limiting extreme value distributions. Annals
of the Institute of Statistical Mathematics, 13(1):217–223, 1961.
S. M. Berman. Limit theorems for the maximum term in stationary sequences. The
Annals of Mathematical Statistics, 35(2):502–516, 1964.
P. Billingsley. Weak Convergence of Measures: Applications in Probability. CBMS-
NSF Regional Conference Series in Applied Mathematics. Society for Industrial
and Applied Mathematics, 1971.
N. Bingham, C. Goldie, and J. Teugels. Regular Variation. Encyclopedia of
Mathematics and its Applications. Cambridge University Press, 1989.
114
S. Cheng, L. de Haan, and J. Yang. Asymptotic distributions of multivariate
intermediate order statistics. Theory of Probability & Its Applications, 41(4):
646–656, 1997.
M. R. Chernick. A limit theorem for the maximum of autoregressive processes with
uniform marginal distributions and its implications to the analysis of air pollution
data. Technical report, Department of Statistics Stanford University, 1978.
M. R. Chernick. A limit theorem for the maximum of autoregressive processes with
uniform marginal distributions. The Annals of Probability, 9(1):145–149, 1981.
M. R. Chernick and R. A. Davis. Extremes in autoregressive processes with uniform
marginal distributions. Statistics & Probability Letters, 1:85–88, 1982.
M. R. Chernick, T. Hsing, and W. P. McCormick. Calculating the extremal index for
a class of stationary sequences. Advances in Applied Probability, 23(4):835–850,
1991.
S. G. Coles. Regional modelling of extreme storms via max-stable processes. Journal
of the Royal Statistical Society. Series B (Methodological), 55(4):797–816, 1993.
S. G. Coles. An Introduction to Statistical Modeling of Extreme Values. Lecture
Notes in Control and Information Sciences. Springer, 2001.
S. G. Coles and J. A. Tawn. Statistical methods for multivariate extremes: An
application to structural design. Journal of the Royal Statistical Society. Series
C (Applied Statistics), 43(1):1–48, 1994.
S. G. Coles and D. Walshaw. Directional modelling of extreme wind speeds. Journal
of the Royal Statistical Society. Series C (Applied Statistics), 43(1):139–157, 1994.
S. G. Coles, J. Heffernan, and J. A. Tawn. Dependence measures for extreme value
analyses. Extremes, 2(4):339–365, 1999.
H. David. Concomitants of extreme order statistics. In J. Galambos, J. Lechner,
and E. Simiu, editors, Extreme Value Theory and Applications, pages 211–224.
Springer US, 1994.
R. A. Davis. Maxima and minima of stationary sequences. The Annals of Probability,
7(3):453–460, 1979.
R. A. Davis. Limit laws for the maximum and minimum of stationary sequences.
Zeitschrift für Wahrscheinlichkeitstheorie und Verwandte Gebiete, 61:31–42, 1982.
115
L. de Haan. On regular variation and its application to the weak convergence of
sample extremes. Mathematical Centre Tracts. Mathematisch Centrum, 1970.
L. de Haan. Sample extremes: An elementary introduction. Statistica Neerlandica,
30(4):161–172, 1976.
L. de Haan. A spectral representation of max-stable processes. The Annals of
Probability, 12(4):1194–1204, 1984.
L. de Haan. Extremes in higher dimensions: The model and some statistics. In
Bulletin of the International Statistical Institute, Proceedings of the 45th Session,
Amsterdam, Paper 26.3., 1985.
L. de Haan and A. Ferreira. Extreme Value Theory: An Introduction. Springer Series
in Operations Research and Financial Engineering. Springer New York, 2006.
L. de Haan and J. Pickands. Stationary min-stable stochastic processes. Probability
Theory and Related Fields, 72(4):477–492, 1986.
L. de Haan and S. I. Resnick. Limit theory for multivariate sample extremes.
Zeitschrift für Wahrscheinlichkeitstheorie und Verwandte Gebiete, 40:317–337,
1977.
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J. Hüsler. Multivariate extreme values in stationary random sequences. Stochastic
Processes and their Applications, 35:99–108, 1990.
H. Joe. Families of min-stable multivariate exponential and multivariate extreme
value distributions. Statistics & Probability Letters, 9(1):75 – 81, 1990.
H. Joe. Multivariate Models and Multivariate Dependence Concepts. Chapman &
Hall/CRC Monographs on Statistics & Applied Probability. Taylor & Francis,
1997.
H. Joe. Dependence Modeling with Copulas. Chapman & Hall/CRC Monographs on
Statistics & Applied Probability. Taylor & Francis, 2014.
H. Joe, R. L. Smith, and I. Weissman. Bivariate threshold methods for extremes.
Journal of the Royal Statistical Society. Series B (Methodological), 54(1):171–183,
1992.
E. Kaufmann and R.-D. Reiss. Approximation rates for multivariate exceedances.
Journal of Statistical Planning and Inference, 45(1–2):235 – 245, 1995.
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pa, bs d-dimenzioni interval pa, bs : tx : a   x ¤ bu  
1¤j¤d
paj, bjs
r8, 8q d-dimenzioni interval r8, 8q : r8, 8qd
#t   u kardinalnost skupa
0 d-dimenzioni nula vektor
1 d-dimenzioni vektor qije su sve komponente jednake 1
x d-dimenzioni realan vektor x  px1, x2, . . . , xnq
d jednakost u raspodeli
Corr koeficijent korelacije sluqajnih veliqina
















εpλq eksponencijalna raspodela s parametrom λ ¡ 0
logpq prirodni logaritam
Rd d-dimenzioni realni prostor
N p0, 1q standardna normalna raspodela
Ur0, 1s (neprekidna) ravnomerna raspodela na segmentu r0, 1s
 aptqbptq, pri tÑ 8, je oznaka za aptq
bptq Ñ 1, pri tÑ 8
F pq desni rep funkcije raspodele F , tj. F pq  1 F pq
s.k.Ñ sredǌe-kvadratna konvergencija
s.s.Ñ skoro sigurna konvergencija
DÑ konvergencija u raspodeli
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PÑ konvergencija u verovatnoi
BB granica skupa B
Φpq funkcija raspodele standardne normalne raspodele
ñ slaba konvergencija taqkastih procesa
εxpq Dirakova mera
AA komplement skupa A
CpGq skup taqaka neprekidnosti funkcije raspodele G
CF kopula za funkciju raspodele F
DpGq oblast privlaqeǌa funkcije raspodele G
fp;θq funkcija sa vektorom parametara θ
f1pAq f1pAq : tω : fpωq P Au,
gde je f sluqajan element u prostoru S
FÐpq uopxteni inverz funkcije raspodele F ,
tj. FÐpqq  inftx P R : F pxq ¥ qu, za 0   q   1; moe se,
takoe, koristiti i termin: kvantil funkcija za F
IA indikator sluqajnog dogaaja A
mpq Lebegova mera
xF desni kraj nosaqa funkcije raspodele F ,
tj. xF  suptx P R : F pxq   1u
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 P. Mladenović, L. Glavaš (coauthor) (2015): Asymptotic Behavior of Point
Processes Associated with Coupon Collector’s Problem, EVA 2015, June 15-
19, 2015, Ann Arbor, Michighan, USA.
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